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La constante inf-sup

@ Q domaine (connexe) borné de R? (d = 2 ou 3)

@ L2(Q) espace L? fonct. scalaires & moyenne nulle. Norme | - lo.0

@ H)(Q) espace H' fonct. vectorielles & trace nulle. Semi-norme | - | o

La constante inf-sup

/divvq
[B1] B(Q)= inf sup L —

qeli@ vemy@ vl olalyq
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La constante inf-sup Lien avec le spectre Cosserat Spectre de ¢ D ¢ Fin
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v
La norme H™'(Q) vectorielle est définie par ||| o= Sup M

very@) VIl g

Grace a l'inégalité de Poincaré, elle est équivalente a sa semi-norme

(e, v)g

ol o= sup ———
Y e IVl g
Et pour p = Vq:
Va,v divvgqg
|Vq‘_1Q: sup <—>Q: sup fﬂ—
Toveni@ vl o ovew@ Vg

La constante inf-sup et la norme H~'

vl o
[B2] B(Q) = inf ——==
scli@ alyq
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La constante inf-sup Lien avec le spectre Cosserat Spectre de J D ¢ Fin
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Lemme [Necas 1965]

Si Q est Lipschitz, il existe une constante « telle que pour tout g € L3(Q)

lalyq < alVal_ g

Soit «(Q) la plus petite constante a:

lal, o 1
Q)= sup — 22 = B(Q) = ——
c3@ [Val_, g o(92)

Soit Vg le noyau de la divergence : Vg, = {v € H)(Q) : divv = 0}.
On a les équivalences entre 1, 2, 3 et 4:

@ V est injectif a image fermée : L3(Q) — H™'(Q)

@ div est surjectif: H)(Q) — L3(Q)

© div est un isomorphisme : V3, — L3(Q)

Q 35(Q) >o0.
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Dimension 2: variable x = (x, y).

Contre-exemple [Tartar 1999]

Si Q a une pointe cuspide d’équation 0 < y < x% avec § > 1, alors

div n'est pas surjectif Hj(Q) — L2(Q).

Donc, pour un tel domaine, 5(2) = 0.
Preuve: Considérer g € L2(Q2) de la forme g(x, y) = x* prés de (0, 0).

2 1 )
(1) qeL(Q)<:>)\>*§*E

Si g = divw avec w = (u, v) € H)(Q), en considérant les fonctions

) X&

X
g(x) = / q(x,y)dy et h(x)= /0 u(x, y)dy
0
on trouve que g = . Donc h(x) = x 0T (A + 5+ 1)~
D'autre part on montre que u € H} () implique que x 39 #?(x) est L' prés de 0. Donc
(2) A>-341

Or, dés que 6 > 1, (1) n'implique pas (2). Ce qui achéve la preuve.
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La constante inf-sup Lien avec le spectre Cosserat Spectre de ¢ D ¢ Fin
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Théoréme [Crouzeix 2003]

Si Q = UsinieQ2; avec € Lipschitz, alors 3(Q2) > 0.

Un résultat plus facile a démontrer

Théoréeme

Si Q = UrninieQ; avec les Q; Lipschitz et 2 & 2 disjoints, alors 5(2) > 0.

Preuve: La divergence est surjective de
@) Ho() — @5 L5()

Or &;L3(€2;) est un sous-espace de codimension finie de L3(£2).
Et @;H} () est un sous-espace de H)(Q).
Donc div est & image fermée de H}(2) dans L2(£2). Donc

div(H(Q)) = ker(V)* = L2(Q)

puisque Q2 est connexe.
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@ Si Q est un polygone avec fissures (mais connexe) 5(2) > 0.
Mais si (€2.)_ est une famille de domaines comportant
une fissure qui se referme quand € — 0,
le partageant en 2 composantes connexes a la limite, alors

6(Q:) — 0 quand ¢ — 0.

Preuve: Utiliser la formule [B2] avec le gradient en norme H~' pour g
constant par morceaux.
© Plus généralement, 3(Q2) — 0 dés qu'il y a un petit passage qui se
referme entre 2 parties d’aire > 0.
Q 3(Q) est invariante par homothéties et translations.
Elle ne dépend que de la forme du domaine.
@ [3(Q) nest pas invariante par transformations affines en général.
On va voir que I'aspect ratio joue un grand réle:
@ angles polygonaux
o ellipses
o rectangles
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D: L3Q) — L3(%2)
q — divA~'V

Ici A" est I'inverse du Laplacien A : Hy(Q) — H™'(Q).
Lopérateur D est auto-adjoint borné positif.

La base o(£2) de son spectre est donnée par le quotient de Rayleigh

D
o(Q) = inf (0g:9)q
qeL3(Q) <q7 q>Q

(B3] o(Q) = B(Q)?

Preuve: Pour g € L2(£2) soit w la solution du pb de Dirichlet

w € HY(Q), Vv € H{(Q), /Vw:Vv:/divvq
Q Q

Donc en particulier, (divw, q) = (Vw : Vw).

Comme w = A~'Vg, ona (Dgq, q) = (divw, g), et [B3] en découle.
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La constante inf-sup Lien avec le spectre Cosserat Spectre essentiel Exposants de singularités D i é Fin
000000 08000 00000 0000000 ooo 00000000000

Selon les propriétés de D — ol opérant L3(Q2) — L3():
@ Spectre de D: Ensemble des o t.q. D — ol n'est pas inversible.
© Valeur propre de D: Réel o t.q. ker(D — oT) # {0}.
@ Spectre discret : Ens. des valeurs propres isolées de multiplicité finie.

@ Spectre essentiel : Le reste du spectre.
C’est 'ensemble des o t.q. D — ol n’est pas Fredholm(*).

() Rappel: Opérateur Fredholm = Opérateur dont le noyau est de
dimension finie, et I'image fermée de codimension finie.

Warning: Pas de compacité, ni pour D ni pour D~
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Définition [Cosserat & Cosserat 1898]

Soit pour o € R, 'opérateur A,

A, i HY(Q) —  HTY(Q)
u +— Vdv-oA

Son spectre est 'ensemble des o pour lesquels A, n'est pas inversible.

Comme pour les opérateurs auto-adjoints, on distingue
@ Valeur propre : Réel o t.q. ker(A,) # {0}.
@ Specitre discret: Ensemble des v.p. isolées de multiplicité finie.
© Spectre essentiel : Le reste du spectre.
C’est 'ensemble des ¢ t.q. A, n'est pas Fredholm.

Le spectre Cosserat est contenu dans l'intervalle [0, 1].

Preuve: Considérer la forme bilinéaire o (Vu : Vv) — (div u,div v)
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Cosserat vs. Crouzeix, i.e.  vs.

Lemme (Correspondance entre noyaux)

@ Si (o, q) est une paire propre de D,
alors (o, A~V q) est une paire propre Cosserat.

@ Si (o, u) est une paire propre Cosserat avec o # 0,
alors (o, div u) est une paire propre de D.

Preuve: Calcul direct.

Lemme (Correspondance entre images)

On suppose 3(€2) > 0.
@ Soit o € H'(Q). Alors

dvA~'p cim(D—ol) = ¢ cimA,.
@ Soit p € L3(Q2). Alors

Adv'peimA, = pecim(D-ol).

Preuve: Calcul direct.
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A, Dol

@ Gyis(D) spectre discret de D

@ Ggis(A) spectre discret Cosserat

@ Gess(D) spectre essentiel de D

@ Gess(A) spectre essentiel Cosserat

Théoréme

On suppose que ((€2) > 0. Soit o # 0. Alors

(RS Gdis(A) <~ o0oC¢C Gdis(D)
et
0 € Gess(A) <= 0 € Gess(D)
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uckerdy = (divu,dvu)y=0 = divu=0.
uckerAy, = (Vu,Vu)—(divu,divuy=0 = rotu=0.

kerAy = Vgy et kerAy = Vi := {v € H)(Q) : rotv = 0}.

Donc 0 et 1 sont dans le spectre essentiel Cosserat.

Ca se retrouve par calcul symbolique: Symbole de A, (ici d = 2)

& e+& 0 _ [olgF—¢€ -6
_(€z> (& 52)”(10 : £$+§§)‘( et a|s|2—£§)

Son déterminant est o (o — 1)[¢]2.

Donc o = 0 et 0 = 1 sont les seules valeurs pour lesquelles A, n’est pas
un systeme elliptique.

‘Aa n'est pas Fredholm si o € {0,1} ‘
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Pour o # 0 et # 1 on regarde si les conditions de Dirichlet recouvrent A, :
On considére pour £ > 0 fixé les solutions ¢ — u(t) = (u, v)(t) du systéme

AU(%ahf)u(t):ov t>0
qui soient exponentiellement décroissantes. Le systeme s’écrit

(e —erolieen) (M) -0

On trouve un espace £(£) engendré par les 2 solutions indépendantes

(i)e_gt et (i)ffe_ét-f-(;—o) (_i1>e_5’

Par déf., Dirichlet recouvre ssi la trace: u +— u(0) est un iso £(¢) — C2.
Donc Dirichlet recouvre A, ssi o # 15

A, n'est pas Fredholm si o = }
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On a obtenu dans le cas d’un domaine régulier:

Théoréeme

Si Q est un domaine & bord régulier, Sess(A) = {0, 3,1}

De plus D — }1 est régularisant: Continu L3(2) — H'(€2) [Crouzeix 1997].

Q polygone (d = 2). Etude prés d’'un coin ¢ d’ouverture w € (0, 27].
Les singularités sont celle du systeme de Lamé L avec coeff. A et [i car

As =Ly, avec A=o+1etfi=—o0.

Coord. polaires (r, f) centrées en c. Les singularités ont la forme r*U(6)
ou \ € C est solution de /'équation discriminante

(sin;\w)2 _ (;‘Isitfsinzw, i.e. (sin)\)\w>2 = (1 ng)gsinzw.
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Equation discriminante de A,

sin >\
(2) (1 —20) nAw _ = tsinw.
A, Fredholm ssi I'équation (2) n’a pas racines sur la droite Re A = 0. J
En posant z = Aw, on ré-écrit (2):
(1- 20)smz . sinw.
w

On trouve:
@ (2) a des racines sur la droite Re A = 0 ssi |1 — 20|w < |sinw|
@ Si|1 — 20w > |sinwl, il y a une racine A € (0,1)

Théoréme [Costabel & Dauge 2000]

Q polygonal avec coin(s) d’ouverture w.
Sess(4) = {0} U [ — 152 1 + I2] U {1
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Spectre essentiel en présence de coins, la figure

0.5 1 15 2
o en wrd

Figure: Le spectre essentiel o en fonction de I'ouverture w
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Exposants de singularité dans un polygone

o = 3n/4
w=n/2 H
w = /4
w=n/8

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
o

Figure: Exposants de singularité A en fonction de o pour 4 ouvertures w

Les solutions ne sont jamais génériquement dans H?(Q).




Les singularités sont plus fortes quand o augmente

o = 0.0081289

01

‘N .
0 ! 4
0

01 0.2 03 0.4 05 ! 0.6 0.7 08 09 1

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0,0.1]
Oapprox = 0.0081
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o = 0.081377

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0, 0.2]
Tapprox = 0.0314
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Les singularités sont plus fortes quand o augmente

= 0.066476

4
2
0
2
-4

03 0.4 05 0.5 0.7 08 09 1

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0, 0.3]
Oapprox = 0.0665
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Les singularités sont plus fortes quand o augmente

= 01084

0.4
03
02
01

0

0.3 04 05 0.6 07 08 09 1

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0, 0.4]
Oapprox = 0.1084
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Les singularités sont plus fortes quand o augmente

o = 0.15052

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0, 0.5]
Oapprox = 0.1505
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Les singularités sont plus fortes quand o augmente

Premier vecteur propre pour I'opérateur D dans le rectangle [0, 1] x [0, 0.6]
Tapprox = 0.1844. (Le spectre essentiel pour w = 7 commence a 0.1817).
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@ Endimension 2si ; — a € &(A), alors  + a € S(A).
Preuve. (u,v) — (—v, u) fait passer de div arot et de V arot.

@ SiQ estle disque (d = 2), 5(A) = {0, 3, 1}. Ainsi Sgs(A) = 0.

@ SiQestlaboule (d = 3), Gs(A) = {55 : £ > 1}.

@ Geénéralement, pour la boule en dimension d, les valeurs propres # 1
de D sont associée a des vecteurs propres qui sont des polynémes
harmoniques et sont égales a %ﬁ [Crouzeix 1997].

@ SiQ est I'ellipse d’équation c,f;p + % < 1 (aspect ratio € = th p)

Gais(A) = {oe(p), 1 —ou(p) : £>1}

avec
1 (U+1)sh2p

2 sh2(l+1)p

Si p — o0, alors ¢ — 1 et I'ellipse tend vers le disque et o4(p) — 3.
Sip—0,alorse ~ petoy(p) = 52@ + O(e*).

ou(p) =
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0.5

0.45r- 1

0.35f b
0.3r p 7
©0.25¢ . q
0.2r b

0.151 1

0.05f B i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Aspect ratio

Figure: 7 premiéres valeurs propres o, de I'ellipse en fonction de I'aspect ratio €
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Comme w = 7, on connait son spectre essentiel:
Gess(A) = {0} U [ — 2,1+ 1]u{1} ~ {0} U[0.1817,0.8183] U {1}.
D’ou les bornes sup: o(2) < 0.1817 et 5(2) < 0.42625.

Q étoilé / origine. Pour x € 0%, soit y(x) € [0, 5) I'angle entre x et la
normale n(x) a 0N et:

7 =7(2) = max y(x).

o0
Alors *€ .
- 4 2 2 '

@ Carré: v(2) = 7. Minorant o(Q2) > 0.14644 et 3(£2) > 0.38268.
@ n-gone régulier: v() = Z. Minorant o(Q) > sin*(Z — ).

@ Rectangle 2. d’aspect ratio €: v(Q2) = 3 — arctge. D’ol

t / 2
o(Q.) > sin? (@) = % +0(*) e—o.
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La constante inf-sup Lien avec le spectre Cosserat Spectre essentiel Exposants de singularités D i e Fin
000000 00000 00000 0000000 ooo #0000000000

Rectangle Q d’aspect ratio . On utilise le quotient de Rayleigh

o(Q) = inf M

geiz@) (:q)q
avec g € L2(Q2) bien choisi.

Pour Q = (0, 7) x (—p, p), on prend q(x, y) = — cos x.
D'ou Vg = (sin x,0)* et on calcule w = (wy, wy) = A~ 'Vq:

h
wy(x,y) = sinx(% — 1) et w,=0
On trouve
(@) < (Pa.q)q _ [L,0 =G dy . shp
= (3:9)q JZ, dy pchp

avec p = < (aspect ratio e = 22).

s
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Ona 1 1
(Dg,q)q = (A72Vq,A72Vq),
On cherche g dans E;-, avec E; I'espace propre associé a o = 1. On a
Ey={divu: ucH)Q) et rotu=0}
Comme u € H)(Q) et rotu = 0 ssi u = Vp avec p € H3(R) on trouve
Er ={qelj(Q): Ag=0}
On discrétise par une méthode de type spectral.

@ On prend une base de g harmoniques de la forme g(x)h(y) ol g est
trigonométrique (vecteur propre Neumann) et h exponentiel, ou
l'inverse. Fréquence de coupure notée kmax. Le gradient est exact.

© On approche Az par décomposition selon les vecteurs propres de A
sur €. Fréquence de coupure notée nmax. Pratiquement on prend

nmax = 10 kmax
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax=10 mmax =100

T L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax=20 mmax =200
04 T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax=30 mmax =300

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax=50 mmax =500

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax=70 mmax =700
04 T T T T T

0.9 1

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Résultats de calcul pour le rectangle

kmax =100 mmax = 1000
04 T T T T T

0.9 1

Figure: 8 premieres valeurs propres o, du rectangle en fonction de I'aspect ratio £
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Comparaison avec les minorants et majorants

vp1 calculée
spectre essentiel
minorant HP
majorant CD

0.4f

0.35f

0.31

0.251

0.21

0.15f

0.1F

0.05f

Figure: Premiére valeur propre o1 du rectangle en fonction de I'aspect ratio €
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Comparaison avec les minorants et majorants

vp1 calculée
spectre essentiel g
minorant HP
0.121 majorant CD B

IS

~

>
T

0.5

Figure: Premiére valeur propre o1 du rectangle en fonction de I'aspect ratio ¢
(zoom)
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Comparaison avec les minorants et majorants

0

-1

2 F

-3

4+
—— vp1 calculée
——  spectre essentiel

ST ——  minorant HP 1
—— majorant CD

85 2 15 -1 05 0

Figure: Premiére valeur propre o1 du rectangle en fonction de I'aspect ratio ¢
(échelle log10)
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Conclusion: et le carré?

Assez slirement, il N’y a pas de spectre discret pour le carré et
1 1
Q)=-——.
0( ) 2
Mais le calcul est un défi redoutable parce que la convergence est de plus

en plus faible a mesure que 'on s’approche du spectre essentiel,
...pour disparaitre complétement lorsqu’on y entre.
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