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Motivation

Notre but dans cet exposé est
de justifier par la théorie la va-
lidité de modeles qui sont ap-
parus intéressants numériquement
pour approcher des densités de
répartition d'électrons dans des
nano-structures, telles le coupleur
quantique, étudié par E. Polizzi
dans sa these (2001)
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Probléme physique et modele associé

Probleme physique et modele associé pour le cas plan

Systeme de Schrodinger-Poisson perturbé par un potentiel de
confinement pour le confinement sur un plan :

i0,WF = —AWF 4 VEUe,

Ve = ! L ((V°P).

47T\/X]? +X22 + z2

x = (x1,%) € R? et z € R sont les directions de transport et de
confinement resp.
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Probléme physique et modele associé

Probleme physique et modele associé pour le cas plan

Systeme de Schrodinger-Poisson perturbé par un potentiel de
confinement pour le confinement sur un plan :

1
000 = —AVE + V. (5) Ve 4 Ve,
[9) 9
1

*
4y xE + X3 + 22

x = (x1,x) € R? et z € R sont les directions de transport et de
confinement resp.

Ve =

(weP) .

éVC(g) est le potentiel de confinement.
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Probléme physique et modele associé

On fait dans toute la suite I'hypothése suivante, qui détermine la
force de confinement du potentiel appliqué :
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Probléme physique et modele associé

On fait dans toute la suite I'hypothése suivante, qui détermine la
force de confinement du potentiel appliqué :

Hypothese 1 :

V. est une fonction réelle positive de la variable z dans L,20C et il
existe a > 0 telle que :

Ve(z) > Clz|®.
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Probléme physique et modele associé

On fait dans toute la suite I'hypothése suivante, qui détermine la
force de confinement du potentiel appliqué :

Hypothese 1 :

2

V. est une fonction réelle positive de la variable z dans Lj _ et il

existe a > 0 telle que :

Ve(z) > Clz|®.

On s’attend, lorsque ¢ tend vers 0, a avoir I'asymptotique suivante :

V(¢ x, 2)|2 ~ </R|\|15(t,x, z')y2dz') 5(2).
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Le cadre global

Le cadre global

On se place pour I'étude qui va suivre dans le cadre de I'équation
de Schrodinger-Poisson a laquelle on rajoute un potentiel extérieur
qui a un effet confinant sur les électrons.

@ Systeme de Schrodinger-Poisson :

Brezzi, Markowich '91, lliner, Zweifel, Lange '94, Castella '97
@ Systeme de Schrodinger-Poisson stationnaire :

Ben Abdallah '00, Nier
© Systéme de Schrodinger -Poisson avec confinement sur le

plan : Pinaud '03, Ben-Abdallah, Méhats, Pinaud '05, Stage
de M2 de F.F
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Confinement sur un plan

Le résultats pré-existants pour le plan

Résultats pour le confinement sur un plan (x € R?, z € R) : On
considére le modele asymptotique suivant :

1
10t = _EAX¢ + Vo

V(t,x) = |o(t,x,2)|%dz ) .
47r\><\ </ )
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Le résultats pré-existants pour le plan

Résultats pour le confinement sur un plan (x € R?, z € R) : On
considére le modele asymptotique suivant :

1
10t = _EAX¢ + Vo

W‘ (/ 6(t,x, 2 y2dz).

© Ben Abdallah, Méhats, Pinaud, '05 : résultat de convergence
L2 pour une donnée initiale selon un mode propre de
I'opérateur —382 + 5 V(2).

V(t,x) =




Confinement sur un plan

Le résultats pré-existants pour le plan

Résultats pour le confinement sur un plan (x € R?, z € R) : On
considére le modele asymptotique suivant :

1
10t = _EAX¢ + Vo

W‘ (/ 6(t,x, 2 y2dz).

© Ben Abdallah, Méhats, Pinaud, '05 : résultat de convergence
L2 pour une donnée initiale selon un mode propre de
I'opérateur —382 + 5 V(2).

@ Objet du stage de Master de F.F encadrée par F. Méhats :
extension du résultat a une donnée initiale quelconque bornée
indépendamment de € dans |'espace d'énergie.

V(t,x) =
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Changement d'échelle

On opére sur I'équation de départ le changement d'échelle
invariant L? suivant :

V(t, x,z) = \}EI/) (t,x7 g)
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Changement d'échelle

On opére sur I'équation de départ le changement d'échelle
invariant L? suivant :

V(t, x,z) = \}E (t,x7 g)

ce qui amene a résoudre le systeme :

iatws = _*Axwg + szs + VEQ/}E
Ve e w WP o 2) = yflxl? + 22,
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Changement d'échelle

On opére sur I'équation de départ le changement d'échelle
invariant L? suivant :

V(t, x,z) = \}E (t,x7 g)

ce qui amene a résoudre le systeme :

iatws = _*Axwg + szs + VEQ/}E
Ve e w WP o 2) = yflxl? + 22,

ol H, désigne le Hamiltonien en z : H, = —92 + V.(z2).
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Modele asymptotique

Dans le cas du confinement sur un plan, une étude asymptotique
de la solution de I'équation de Poisson donne :

VE(t, x,z) ~ 2 ’ ’ (/ |WE(t, x, 2) ]2dz>.
| x
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Modele asymptotique

Dans le cas du confinement sur un plan, une étude asymptotique
de la solution de I'équation de Poisson donne :

VE(t, x,z) ~ 2 ’ ’ (/ |WE(t, x, 2) ]2dz>.
| x

Ce qui suggere, par passage a la limite formel le modéle
asymptotique suivant :

i0¢)° = —Ap*© + szE + Vot

Tk </ Wde)

ws(O,X,Z) = 1[)0(X,Z).
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Remise a I'échelle et asymptotique formelle

Filtrage

L'avantage de ce modéle asymptotique est que, comme V ne
dépend plus de la variable de confinement z, apres filtrage, on
obtient un systeme 2d dans lequel z n'est qu'un paramétre.
Ainsi,

o (t,x,z) = eitHZ/Ezwe(t, X, z)

vérifie le systeme :

1
I.atQOE = —EAXQOE + Vg067

= = (L1ePee).

¥ (OaX>Z) = ¢0(X72)'
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Résultat principal

Enoncé du théoreme principal

Théoréme principal

Si g est une donnée initiale dans I'espace d'énergie
H={p € H'(®), VVep € 2R},

etsipe (2, m), on a le résultat de convergence suivant :

< Cel=2/p

H¢5(t, S e—itHz/est(t’ )‘ —

localement uniformément en temps, avec ¢(t, x, z) solution de
I'équation qui définit le modele asymptotique.
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Cadre fonctionnel

Cadre fonctionnel adapté

Pour cette étude, le cadre adapté est le cadre des espaces LP
anisotropes que |'on définit comme suit :
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Cadre fonctionnel

Cadre fonctionnel adapté

Pour cette étude, le cadre adapté est le cadre des espaces LP
anisotropes que |'on définit comme suit :

Soient 1 < p,q,r < +00, les espaces LyL7 et LELELT sont définis
par :

1/p
LPLY = {u € L/oc(]R3 ), llullp,g = </ [ u( Lq(R > < OO}

et
LELELI((0, T) x R®) = L((0, T), LELY(R?)).

t=x"z
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Outils pour la preuve

Asymptotique du noyau de Poisson

Pour rendre rigoureux le passage a la limite formel, on s'intéresse a
I'asymptotique du noyau de Poisson.
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Outils pour la preuve

Asymptotique du noyau de Poisson

Pour rendre rigoureux le passage a la limite formel, on s'intéresse a
I'asymptotique du noyau de Poisson.

Asymptotique du noyau de Poisson

Soient 0 < a <1let2 < p< 5%, soit f € LFL] telle que
z%f € LELL, on a alors :

‘(rl_&') < (T, 2)

. 1—a; 1—
17 e sy < CllzFI 3111157 =2/

— f + |2|/2r5

avec
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Une adaptation de I'inégalité de Strichartz

Soit A un opérateur non borné auto-adjoint sur L?(R3) de domaine
D(A). On considere le systeme d'équations suivant :

0V = —%AX\U +AV +f, V(0,x,z) = Vo(x,2z)
ou f € LY((0, T), L?(R3)) est un terme source donné et
Y, € L2(R3).
Alors, pour tout p € [2,00], on a:

[Wllpsp2 < CllWoll 23y + Cllfll 1 ((0,7),12(r3))

ou p* = % et C est une constante indépendante de |'opérateur A.
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éléments de la preuve

En notant v° la solution du modele de départ et ¢ la solution du
modele limite, si w = Y° — e_’tHZ/52<p, alors w Vérifie :
. 1
0w = _EAXW + A+ b,
w(0,-) =0.

On conclut grace a I'estimation L2 de I'équation de Schrodinger et
aux estimations de f; et f, obtenues avec les outils présentés
précédemment.
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Le probleme physique transposé pour le fil

Systeme de Schrodinger-Poisson perturbé par un potentiel de
confinement pour le confinement sur un fil :

i0,WF = —AWF 4 VEUe,

Ve = ! « (P,

/ 2, 2
4\ /X% + 2§ + z5

x € R et z = (z1,22) € R? sont les directions de transport et de
confinement resp.
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Le probleme physique transposé pour le fil

Systeme de Schrodinger-Poisson perturbé par un potentiel de
confinement pour le confinement sur un fil :

1
000 = —AVE + V. (5) Ve 4 Ve,
[9) 9
1

*
4y xE + X3 + 22

x = (x1,x) € R? et z € R sont les directions de transport et de
confinement resp.

Ve =

(weP) .

éVC(g) est le potentiel de confinement.
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Différence et nouvelle approche

Remise a |'échelle pour le confinement sur fil

Dans le cas du confinement sur un fil, une étude asymptotique de
la solution de I'équation de Poisson donne :

1
Ve(t, x, z) ~ o Ioge/ |We(t, x, z)|2dz.
R2

™
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Différence et nouvelle approche

Remise a |'échelle pour le confinement sur fil

Dans le cas du confinement sur un fil, une étude asymptotique de
la solution de I'équation de Poisson donne :

1
Ve(t,x,z) ~ —=—loge [ |W(t,x,z)*dz.
27T R2
On est alors amené a faire I'hypotheése d'une densité petite, c'est a

: , , 1
dire que I'on supose que |[1)°||;2(r3) est de I'ordre de Mog el
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Différence et nouvelle approche

Remise a |'échelle pour le confinement sur fil

Dans le cas du confinement sur un fil, une étude asymptotique de
la solution de I'équation de Poisson donne :

1
Ve(t, x, z) ~ o Ioge/ |We(t, x, z)|2dz.
R2

T

On est alors amené a faire I'hypotheése d'une densité petite, c'est a
. ) - ) 1

dire que | on supose que V]| 12(r3) est de | or'dre de Mog el

D'ou la remise a I'échelle et le changement d’inconnue :

1 z
\Ue t7 ) = ———F t7 s
(£.x.2) E\/\Iogs\w ( * 5)
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Différence et nouvelle approche

Remise a |'échelle pour le confinement sur fil

Dans le cas du confinement sur un fil, une étude asymptotique de
la solution de I'équation de Poisson donne :

1
Ve(t, x, z) ~ o Ioge/ |We(t, x, z)|2dz.
R2

T
On est alors amené a faire I'hypotheése d'une densité petite, c'est a
. ) - ) 1
dire que | on supose que V]| 12(r3) est de | or'dre de Mog el
D'ou la remise a I'échelle et le changement d’inconnue :

1 z
\Ue t7 ) = ———F t7 s
(£.x.2) E\/\Iogs\w ( * 5)

Suit alors le changement correspondant pour le potentiel de
Poisson :




Adaptation au confinement sur un fil
oeo

Différence et nouvelle approche

Nouveau systeme

Dans les nouvelles variables, notre systeme devient :
; € € 1> 1 €./,
IO = =02y t3 HzUJ +ﬁv¢’

|07, r(x,z) = /X2 + e z?,
¢€(07 X? Z) - wO(X7 Z)?
ou H, désigne le Hamiltonien en z: H, = —A, + V(2).

Ve = —
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Différence et nouvelle approche

Modele asymptotique

L'asymptotique obtenue pour la solution de I'équation de Poisson
quand € tend vers 0 donne alors :

1
Vits)~ 5= [ (ex 2)Pez

s
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Différence et nouvelle approche

Modele asymptotique

L'asymptotique obtenue pour la solution de I'équation de Poisson
quand € tend vers 0 donne alors :

1
Vits)~ 5= [ (ex 2)Pez

s

Ce qui suggere, par passage a la limite formel, le modéle
asymptotique suivant :

1 1
00 = —O" + S H + o ( / ledz) Y,
3 27 R2

¢E(07X72) = wO(sz)'
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Résultat principal

Donnée initiale

On introduit ici la plus petite valeur propre de I'opérateur H, que
I'on note E; et on considére x1 un vecteur propre associé a E;. On
fait I'hypotheése suivante pour la donnée initiale /g :

Hypothese 2

On suppose que la donnée initiale g est selon le ler mode propre
de H, au sens ol il existe o € H(R) telle que

o(x; 2) = po(x)xa(2).
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Résultat principal

Donnée initiale

On introduit ici la plus petite valeur propre de I'opérateur H, que
I'on note E; et on considére x1 un vecteur propre associé a E;. On
fait I'hypotheése suivante pour la donnée initiale /g :

Hypothese 2

On suppose que la donnée initiale g est selon le ler mode propre
de H, au sens ol il existe o € H(R) telle que

o(x; 2) = po(x)xa(2).

On verra par la suite, grace aux estimations d'énergie que cette
hypothése garantit que )¢ reste concentrée sur le ler mode propre
principalement. La projection sur ce mode conduit a I'équation :

. E 1
i0pp = —030 + v+ EM%
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Résultat principal

Enoncé du théoreme principal

Théoreme principal

Sous les 2 hypothéses précédentes, on a le résultat de convergence
suivant :

_>O

e __—itEy/e?
HT’[} (t,X,Z) = go(t,X) Xl(Z)‘ L2(R3) e—0

localement uniformément en temps, avec p(t, x) solution de
I'’équation de NLS cubique

. 1
iOpp = —02¢ + g\@!zw

©(0, x) = po(x).
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Asymptotique du noyau de Poisson

Pour rendre rigoureux le passage a la limite formel dans le modele
on démontre le résultat suivant qui donne un développement
asymptotique pour le noyau de Poisson dans les nouvelles variables.

Asymptotique du noyau de Poisson

Soit 1) dans I'espace d'énergie
H={ue H(R), V'V, ue L?(R3)}. Alors

(X/,ZI)’2

o 0
VW°_A;W\Ax—wV+£v—zP

admet le développement asymptotique suivant :

dx'dz'

Vi) = —2loge [ (e 2Pz + R, (1)
avec, pour tout u dans H :

IRE(¥)ull 2 < Cllv|I3, llull-
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Quelques estimations

Les estimations " gratuites” et les problemes

Estimation L2 : pour tout t € (0, T)

195 (8l 2rs) = [l%0ll 2wy < C-
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Quelques estimations

Les estimations " gratuites” et les problemes

Estimation L2 : pour tout t € (0, T)

195 (8l 2rs) = [l%0ll 2wy < C-

Estimation d’énergie aprés changement d’échelle : pour tout
€(0,7)

1020 () By + 117/ Vets™ (6) 2oy + 21005 (8) 2oy
2

Toge] IV OO xgas) = este.

ol la constante est bornée indépendamment de ¢.
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Quelques estimations

Les estimations " gratuites” et les problemes

Estimation L2 : pour tout t € (0, T)

[9°() | 2(r3y = 1Yol 2m3y < C-
Estimation d’énergie aprés changement d’échelle : pour tout

€(0,T)

1020 () By + 117/ Vets™ (6) 2oy + 21005 (8) 2oy
2

5
= cste.
Hoga\ H W} | HLI (R3)
ol la constante est bornée indépendamment de ¢.
Cette deuxieéme estimation fournit une borne indépendante de ¢

pour [|0z0°(t) ]| 12(rs) et [[v/ Ve ()l i2(rs)
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Quelques estimations

Les estimations " gratuites” et les problemes

Estimation L2 : pour tout t € (0, T)

195 (8l 2rs) = [l%0ll 2wy < C-

Estimation d’énergie aprés changement d’échelle : pour tout
€(0,7)

1020 () By + 117/ Vets™ (6) 2oy + 21005 (8) 2oy
2

* Tioga IV O OF ey = este

ol la constante est bornée indépendamment de ¢.
Cette deuxieéme estimation fournit une borne indépendante de ¢

pour [[0:9°(t)[| 2(re) et |V Ve (1)l 2(ms)

mais pas pour [|0x%° | 12(rs3)-
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Quelques estimations

Estimation d'énergie pour une donnée sur le ler mode

On écrit :

VR(tx,2) = (8, x)xa(2)+r°(t, x, 2) avee 1 = > @iy, € Vect(x1)™
p=2
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Quelques estimations

Estimation d'énergie pour une donnée sur le ler mode

On écrit :

UF(8, %, 2) = o5 (£, e (2)+7°(8, %, 2) avee 1 = 3 pox, € Vect(x1)™
p=2

L'équation de conservation de |'énergie devient alors :

E(t) = Eolle ()2 + Y Epllep )12y + 2 110x07 (8) 172 s

p>2

+ H |,¢€ | HLI R3) - 5(0)

\Ioge\
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Quelques estimations

Estimation d'énergie pour une donnée sur le ler mode

On écrit :

UF(8, %, 2) = o5 (£, e (2)+7°(8, %, 2) avee 1 = 3 pox, € Vect(x1)™
p=2

L'équation de conservation de |'énergie devient alors :

E(t) = Eolle ()2 + Y Epllep )12y + 2 110x07 (8) 172 s

p>2

+ H |,¢€ | HLI R3) - 5(0)

\log |
En utilisant I'estimation L2 on obtient :

£(0) = Erlle* ()1 Famy + Y Elleb(D)l12(gy + 21050l P2 ey
p>2

g
| |0g5| H VE(O)W}O‘ZHLl(R3) .
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Quelques estimations

Estimation d'énergie pour une donnée sur le ler mode

On écrit :

UF(8, %, 2) = o5 (£, e (2)+7°(8, %, 2) avee 1 = 3 pox, € Vect(x1)™
p=2

L'équation de conservation de |'énergie devient alors :

E(t) = Ealle ()72 + Y Epllep )12y + 2 110x07 (8) 172 s

p>2

+ H |,¢€ | HLI R3) - 5(0)

\log |
En utilisant I'estimation L2 on obtient :

£(0) = Eal|¢"(6) 1 Fomy + D Elleb ()12 gy + 211050l Fo ey
p>2

g
| |og5| H VE(O)W}O‘ZHE(H@) .
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Quelques estimations

Estimation d'énergie pour une donnée sur le ler mode

On écrit :

UF(8, %, 2) = o5 (£, e (2)+7°(8, %, 2) avee 1 = 3 pox, € Vect(x1)™
p=2

L'équation de conservation de |'énergie devient alors :

E(t) = Eulle* () Famy + Y Enllep(0)l172 () + 2110505 (8) [ F2(ms)
p>2

+ H |,¢€ | HLI R3) - 5(0)

\log |
En utilisant I'estimation L2 on obtient :

£(0) = Exlle (8)Paqey + 3 Exllrn(6) oy + 20t
p>2

g
| |0g5| H VE(O)W}O‘ZHLl(R3) .
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Quelques estimations

En notant a présent que par hypothése sur E;, on a:
vp227 EpZE2>E15

on obtient les deux estimations suivantes :

Q [[r°(t,)l2ms) < Ce?, ce qui prouve qu'asymptotiquement 7/°
est concentrée sur le ler mode propre et justifie a posteriori la
projection du modele limite sur ce mode.
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Quelques estimations

En notant a présent que par hypothése sur E;, on a:
vp227 EpZE2>E15

on obtient les deux estimations suivantes :

Q [[r°(t,)l2ms) < Ce?, ce qui prouve qu'asymptotiquement 7/°
est concentrée sur le ler mode propre et justifie a posteriori la
projection du modele limite sur ce mode.

Q@ [[0x¥°(t, ")l 23y < C ot C est indépendante de ¢.
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Stabilité du modele limite

Preuve du théoréme : un argument de stabilité de NLS
cubique

On écrit
Vet x,2) = e MEVE oo (¢ )1 (2) 45 (t x, 2)  rF € Vect(x1)*

et on projette I'équation de départ sur le ler mode propre.
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Stabilité du modele limite

Preuve du théoréme : un argument de stabilité de NLS
cubique

On écrit
Vet x,2) = e MEVE oo (¢ )1 (2) 45 (t x, 2)  rF € Vect(x1)*

et on projette I'équation de départ sur le ler mode propre.

On obtient :
s g ]'[ £ £ £
i0p" = =5 0%6° + 26" + £°
avec
1
fe = Et,,-2€ /Raead.
(e e + oy [ RE0uexade
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Stabilité du modele limite

Preuve du théoréme : un argument de stabilité de NLS
cubique

On écrit
Vet x,2) = e MEVE oo (¢ )1 (2) 45 (t x, 2)  rF € Vect(x1)*

et on projette I'équation de départ sur le ler mode propre.

On obtient :
s g ]'[ £ £ £
i0p" = =5 0%6° + 26" + £°
avec
1
fe = Et,,-2€ /Raead.
(e e + oy [ RE0uexade

Le théoreme principal découle alors de la stabilité de I'équation de
Schrodinger non linéaire cubique et des estimations indépendantes
de £ que nous avons exposées.
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@ S'affranchir de I'hypothése 2 ; idéalement on voudrait se
contenter de 15 bornée indépendamment de € dans H. Le
probleme principal est d’obtenir une borne L2 de 0,1)°
indépendante de €.
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@ S'affranchir de I'hypothése 2 ; idéalement on voudrait se
contenter de 15 bornée indépendamment de € dans H. Le
probleme principal est d’obtenir une borne L2 de 0,1)°
indépendante de €.

@ Améliorer la convergence vers le modele asymptotique on a
présenté un résultat de convergence en En fait a trouvé

[loge] gEI
une écriture de R° de la forme :

Re(x,z) = Ri(x,z) + e’ R5(x, 2).

ol Ry est obtenu explicitement. En incluant le terme ||5ge|
dans le modéle asymptotique, on s'attend a trouver un modele

. T B
intermédiaire avec une erreur en O <“§T5|>
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