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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

du Laplacien avec conditions de Dirichlet homogénes

Soit Q un ouvert borné de RN :
sur cet ouvert, on peut définir 'opérateur

(=n)*
T T~
L2(Q) —= H3(Q)——L*(Q)
f ——=ut.q. —Au=fsurQ
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

du Laplacien avec conditions de Dirichlet homogénes

Soit Q un ouvert borné de RN :
sur cet ouvert, on peut définir 'opérateur

(=n)*
T T~
L2(Q) —= H3(Q)——L*(Q)
f ——=ut.q. —Au=fsurQ

On pose
0 <A(Q2) < X22(Q2) < A3(Q) <.

I'inverse des valeurs propres de cet opérateur compact positif (avec
répétition si valeur propre multiple).
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

Propriétés classiques

Il existe donc uy € H(Q) telle que

—Aug = M(Q)u,
u« € H}Q).
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

Propriétés classiques

Il existe donc uy € H(Q) telle que

—Aug = M(Q)u,
u« € H}Q).

Proposition (Simplicité de \;)
Si Q est connexe, la premiére valeur propre est simple, i.e.

() < A2(Q)
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

Propriétés classiques

Il existe donc uy € H(Q) telle que

—Aug = M(Q)u,
u« € H}Q).

Proposition (Simplicité de \;)
Si Q est connexe, la premiére valeur propre est simple, i.e.

() < A2(Q)

Proposition (Principe du min-max)
JoIVVZdx [ [Vug[?dx

A1(2) = min =
1(%) veni(@\{0} Jq V2dx Jq uzdx
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

Propriétés classiques

Il existe donc uy € H(Q) telle que

—Aug = A(Q)u,
u« € H}Q).

Proposition (Décroissance)
Si Q, C Qy, alors

(1) > Me(Q2)
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les fonctions valeurs propres

Fonctions valeurs propres

Propriétés classiques

Il existe donc uy € H(Q) telle que

—Aug = A(Q)u,
u« € H}Q).

Proposition (Décroissance)

Si Q, C Qy, alors
(1) > Me(Q2)

Proposition (Translation, Homothétie)

Ak (2 +x) = M (Q) M (1) = =5
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Plan

e Optimisation de forme des fonctions valeurs propres

@ Les problémes d’optimisation
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation

sous contrainte de volume

On peut alors poser les problemes d’optimisation suivants:

min ¢ (Q
g, M)

ou k est fixé.
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation

sous contrainte de volume

On peut alors poser les problemes d’optimisation suivants:

min ¢ (Q
g, M)

ou k est fixe.
On peut ajouter d’autres contraintes : par exemple une contrainte

d'inclusion

min M\ (92
|Q|=Vo,Q2CD k()
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation

sous contrainte de volume

On peut alors poser les problemes d’optimisation suivants:

min ¢ (Q
g, M)

ou k est fixe.
On peut ajouter d’autres contraintes : par exemple une contrainte

d'inclusion

min M\ (92
|Q|=Vo,Q2CD k()

Problémes : existence de solution, propriétés géométriques,
régularité. ..
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation de )\

sous contrainte de volume

Theorem (Théoreme de Faber-Krahn, 1923)

La boule de volume Vj est solution du probleme

min A\1(Q).
g, A6

C’est la seule, a un ensemble de capacité nulle prés (et a translation
pres).
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation de \»

sous contrainte de volume

Theorem (Théoréme de Krahn-Szegd, 1923)

Lunion disjointe de deux boules de volume V,/2 est solution du
probléme

min Ay(€).

1©2|=Vo @
C’est la seule, a un ensemble de capacité nulle prés (et a translation
de chaque boule prés).
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Optimisation de forme des fonctions valeurs propres Les problemes d’'optimisation

Minimisation de \»

sous contrainte de convexité

Contrainte de connexité = pas de solution.

Par contre, on peut s’'intéresser au probléme suivant:

min A2(9)

|©2|=Vo,2 convexe
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Minimisation de A, Régularité de la forme optimale

9 Minimisation de A,
@ Reégularité de la forme optimale
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Minimisation de A, Régularité de la forme optimale

Résultats
de Henrot et Oudet

Theorem (Henrot-Oudet, 2003)

Il existe un domaine Q* solution du probléeme

min A2(9).
|Q2|=V0,92 convexe
Si N = 2 (dimension), alors
e Orect
o O* ¢ CZ,E
@ Q* n'est pas un stade
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Minimisation de A, Régularité de la forme optimale

Résultats
de Henrot et Oudet

Theorem (Henrot-Oudet)

Si N = 2 (dimension), et si on suppose Q* € C11, alors
@ X\p(Q2¥) est simple (i.e. A\2(2*) # A3(Q%))
@ Q* “ressemble” a un stade
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Minimisation de A, Régularité de la forme optimale

Le théoreme du jour

Si N = 2 (dimension), alors

OF ¢ Cl,l

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A, 15/39



Minimisation de A, Démonstration

9 Minimisation de A,

@ Démonstration
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Minimisation de A, Démonstration

Equation d’Euler-Lagrange

Supposons par I'absurde que Q* € 11,
Alors les résultats de Henrot-Oudet sont disponibles :
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Minimisation de A, Démonstration

Equation d’Euler-Lagrange

Supposons par I'absurde que Q* € 11,
Alors les résultats de Henrot-Oudet sont disponibles :

Proposition

Sur les parties strictement convexes de 9Q*, on peut écrire I'équation
d’Euler-Lagrange du probléme de minimisation comme s'il n'y avait
pas de contrainte de convexité :

|VU2|’Y =A>0

ou u, € H?(Q*) est une fonction propre associée a \»(Q*), v C 9Q*
désigne les parties strictement convexes, et A est une constante (qui
dépend de V).

(on utilise ici le résultat de simplicité de A,(2*))

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A, 17 /39



Minimisation de A, Démonstration

Equation surdéterminée

a exploiter

En conclusion, on arrive a I'équation

—AUy, = AUy dans Q*
U, =0 sur 9Q*
[Vup,|] = C®=A>0 survyqaQ*,

ou A = A\ (%), et 9Q* \ v sont des parties plates.
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Minimisation de A, Démonstration

Idée : Mettre I'inconnue Q* dans I'équation

a l'aide de son application conforme

Q* est convexe, donc par le théoréme de représentation conforme, il
existe
¢o:D— QF

une application biholomorphe, qui admet un prolongement bicontinu
sur les adhérences: B o
¢:D— QF
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Minimisation de A, Démonstration

Nouvelle équation

sur un domaine fixe et régulier

On pose alors:: R
f:=fo¢
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Minimisation de A, Démonstration

Nouvelle équation

sur un domaine fixe et régulier

On pose alors::

fi=fo 10)
et on obtient le nouveau probléme::
—Au; = M¢'[Puz
uy =0
[VUa| = [¢/[[Vuz| = N|¢/|

ouJ_ = ¢ (y).
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Minimisation de A, Démonstration

Lien entre la régularité de Q* et celle de ¢

Régularité de Q* < Régularité du vecteur normal nggo«
& Régularité de Arg(¢') : oD — R
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Minimisation de A, Démonstration

Lien entre la régularité de Q* et celle de ¢

Régularité de Q* < Régularité du vecteur normal nggo«
& Régularité de Arg(¢') : oD — R

Q* e ¢!  Arg(¢') admet un prolongement continu sur D.
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Minimisation de A, Démonstration

Lien entre la régularité de Q* et celle de ¢

Régularité de Q* < Régularité du vecteur normal nggo«
& Régularité de Arg(¢') : oD — R

Q* e ¢!  Arg(¢') admet un prolongement continu sur D.

Question : régularité de ¢ sur D?

Dans toute la suite, on suppose Q* € Ct et |¢/| > a > 0 sur D (OK ici).
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Minimisation de A, Démonstration

Réponse en deux étapes:
@ Etape 1: Régularité de Arg(¢') sur D a partir de sa régularité sur

oD
A(Arg(¢’)) =O0surD
Arg(¢')ap reguliere

Dans les bons espaces de régularité, ca marche.
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Minimisation de A, Démonstration

Réponse en deux étapes:
@ Etape 1: Régularité de Arg(¢') sur D a partir de sa régularité sur

oD
A(Arg(¢’)) =O0surD
Arg(¢')ap reguliere

Dans les bons espaces de régularité, ca marche.

@ Etape 2: Régularité de Ln(¢’) sur D a partir de la théorie des
fonctions conjuguées:

Ln(¢") =In(|¢']) + iArg(¢') = a+ib
sont liées par les équations de Cauchy-Riemann

Dans les bons espaces de régularité, ca marche.
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Minimisation de A, Démonstration

Résultats

Theorem (Kellog-Warschawski, 1912/1932)
Soitn >1,et0 < a < 1. Si Q* € C™*, alors

¢ € C"(D).

Et réciproquement.
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Minimisation de A, Démonstration

Résultats

Theorem (Kellog-Warschawski, 1912/1932)
Soitn >1,et0 < a < 1. Si Q* € C™*, alors

¢ € C"(D).

Et réciproquement.

Theorem
Soitm > 2,etl < p < oo. Si Q* € W™P, alors

| N\

¢ € WMP(D).

Dans notre cas,

6 € W2P(D), ¥ p €]1,00[, 0u ¢ € C**(D), ¥ a €]0,1]

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A, 23/39



Minimisation de A, Démonstration

Conséquences sur les régularités

Revenons a I'équation

—AU; = \¢/|?U; dansD
u =0 sur OD.
VUz| = Al¢/| sur J_,
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Minimisation de A, Démonstration

Conséquences sur les régularités

Revenons a I'équation

—AU; = \¢/|?U; dansD
U, = 0 sur JD.
Al sur J_,

<
S
|

D’apres les résultats de régularité elliptique, on en déduit que

Uy € W3P(D) N c3(D)

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A, 24 /39



Minimisation de A, Démonstration

Conséquences sur les régularités

Revenons a I'équation

—AU; = \¢/|?U; dansD
U, = 0 sur JD.
Al sur J_,

<
S
|

D’apres les résultats de régularité elliptique, on en déduit que
Uy € W3P(D) N c3(D)

Mais alors

W 2' sur J_

¢ = ——

nous donne L o
@]y e W2R P ) nete (@),
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Minimisation de A, Démonstration

Récapitulatif

Dans notre situation, o
Arg(¢') € C*(34)
ol J, = ¢~ Y(parties plates).
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Minimisation de A, Démonstration

Récapitulatif

Dans notre situation, o
Arg(¢') € C*(34)
ol J, = ¢~ Y(parties plates).

Et I'’équation d’Euler-Lagrange |Vuy|, = C' nous a donné:

In(l¢/]);. € W2 5P(A_) nete (@),

ce qui est plus que ce qu’on savait a priori:

In(|¢/])op € W5 P (D) N CO*(aD).
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Minimisation de A, Démonstration

Récapitulatif

Dans notre situation, o
Arg(¢') € C*(34)
ol J, = ¢~ Y(parties plates).

Et 'équation d’Euler-Lagrange |Vus|, = C'® nous a donné:
In(l¢/]);. € W2 5P(A_) nete (@),

ce qui est plus que ce qu’on savait a priori:
In(|¢/])op € W5 P (D) N CO*(aD).

On a une fonction holomorphe dont les parties réelles et imaginaires
sont réguliéres sur des parties disjointes.
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Minimisation de A, Démonstration

Probleme mixte

Ce peut se voir cela comme un probléme mixte :

Ln(¢) =a+ib
-NAa = 0 dans D
a = gp régulier sur J_
da = 0gb=gN régulier sur J..
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Minimisation de A, Démonstration

Probleme mixte

Ce peut se voir cela comme un probléme mixte :

Ln(¢) =a+ib
-NAa = 0 dans D
a = gp régulier sur J_
da = 0gb=gN régulier sur J..

Fait 1: Possibilités de solutions singuliéres.
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Minimisation de A, Démonstration

Probleme mixte

Ce peut se voir cela comme un probléme mixte :

Ln(¢) =a+ib
-NAa = 0 dans D
a = gp régulier sur J_
da = 0gb=gN régulier sur J..

Fait 1: Possibilités de solutions singuliéres.

Fait 2: On connait les seules singularités possibles
— Développement asymptotique.
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26/39



Minimisation de A, Démonstration

Probleme mixte

—Aa = 0 dans D
a = 0p régulier sur J_
da = 0yb=gN régulier sur J,.

Lemme (cf. Grisvard)

Soit p €]3.4[.
Sigp € W2 5P(J_) et gy € C>(35), alors

a— apzcos (g) n(pe'?) e W2P(D).

Mais a € W1P(D), ¥ p €]1, + oo], donc o = 0.
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Minimisation de A, Démonstration

Régularité

La forme étant supposée C11, le premier terme du développement est
nul.
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Minimisation de A, Démonstration

Régularité

La forme étant supposée C11, le premier terme du développement est
nul.

On obtient donc finalement
4
In(|¢']) € W2P(D), vp €] 5 4l

ce qui donne
¢ eCrie

(i.e. la régularité du terme suivant dans le développement
asymptotique)

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A, 28/39



Minimisation de A, Démonstration

Régularité

La forme étant supposée C11, le premier terme du développement est
nul.
On obtient donc finalement

In(16')) € W2P(D), ¥p €] 4]

ce qui donne
¢ eCrie

(i.e. la régularité du terme suivant dans le développement
asymptotique)

Contradiction avec un résultat de Henrot et Oudet.
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Minimisation de A, Démonstration

Résumé

de la démonstration

Arg(¢’) est réguliere sur les parties plates.

De plus I'équation d’Euler-Lagrange donne
In(|¢’|) est un peu réguliere sur les parties strictement convexes.

D’apres les résultats sur les problémes mixtes, la régularité de Q* est
celle des solutions singuliéres::

1
ckz

N’étant pas C?*, elle ne peut pas étre C1'1 non plus.
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Minimisation de A, Démonstration

Ce gu'il reste a faire

Q* eClz, et Ve >0,Q ¢ chate,
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EDP surdéterminées Position du probléme

e EDP surdéterminees
@ Position du probléme
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EDP surdéterminées Position du probléme

Probleme localement surdéterminé

Plus généralement, on peut se poser le probleme suivant:

soit Q RN ; on suppose qu'il existe une fonction
u € C3(Q)NcHQun) telle que

—Au = f(u) dans Q
u =0 sur 02
[Vu| = C®=A>0 sur~ycoQ.
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EDP surdéterminées Position du probléme

Probleme localement surdéterminé

Plus généralement, on peut se poser le probleme suivant:

soit Q RN ; on suppose qu'il existe une fonction
u € C3(Q)NcHQun) telle que

—Au = f(u) dans Q
u =0 sur 02
[Vu| = C®=A>0 sur~ycoQ.

Qu’en déduire sur Q7

J. Lamboley (IRMAR) Minimisation de A,
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EDP surdéterminées Résultats

e EDP surdéterminees

@ Résultats
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EDP surdéterminées Résultats

Probleme totalement surdéterminé

—Au = f(u) dans Q
u =20 sur 002
[Vu| = C®=A>0 sur~ycCoQ.

Theorem (Serrin, 1971)

Si Q est régulier (C?), et v = 9Q alors

Q est une boule.
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EDP surdéterminées Résultats

Probleme localement surdéterminé

—Au = f(u) dans Q
u =20 sur 092
[Vu| = C®=A>0 sur~vcCoQ.

Theorem (Fragala-Gazzola, 2007)

Si il existe Q ouvert a bord analytique tel que v C 09, etsif est
analytique, alors
Q est une boule.
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EDP surdéterminées Résultats

Probleme localement surdéterminé

Résultat de régularité

—Au = f(u) dans Q
u =20 sur 092
[Vu| = C®=A>0 sur~vycCoQ.

Theorem (Vogel, 1992, Kinderlehrer-Nirenberg, 1977)

Siyect fect alors
v € %,

Side plus f € C*°, alors
v e C™®.
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EDP surdéterminées Résultats

Probleme localement surdéterminé

Résultat de régularité

Si Q convexe, 99 € C1, f(x) = Ax (avec \ > 0),
et 9Q \ v € C>, alors

@ s0it dQ € C*,
@ soit Ik € N*, 9Q € k2, mais Ve > 0, Q € C3+=.
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EDP surdéterminées Résultats

Probleme localement surdéterminé

Résultat de régularité

Si Q convexe, 99 € C1, f(x) = Ax (avec \ > 0),
et 9Q \ v € C>, alors

@ s0it dQ € C*,
@ soit Ik € N*, 9Q € k2, mais Ve > 0, Q € C3+=.

On est amené a utiliser des résultats plus fins sur I'application
conforme:

Lemme (Crouzeix)

SiQ el alors

Vp € [1,00[, ¢' € hP(D).
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EDP surdéterminées Résultats

Autre exemple d’application

On peut appliquer ce type de résultats au probleme

min ~ A\1(9Q),
|2|=V,,2CD

dans le cas ou la boite D ne contient pas de boule de volume V.

On s’attend au méme résultat de régularité.
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