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Linégalité de Poincaré

Théoréeme

Soit Q= ¢ R® un domaine lipschitzien borné et Qt = R3\ Q-.
Alors il existe une constante ;. > 1 telle que pour tout
u harmonique dans Q~ U Q*, H!, jusqu’au bord et zéro a I'infini et

-soit u™ = uT surl =90~ (“potentiel de simple couche”)
et / uds=0
r
- S0it Opu~ = Oput sur (“potentiel de double couche”)

on ait I'estimation

1
! / VuP < / VP < g / Vul?
H Ja- Q+ O
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W. Stekloff 1900 [Ann. Fac. Sci Toulouse 2 (1900) 207-272]

Tutonkms. — Soit V une fonction, harmonique & Uintérieur et & Uextérieur
de la surface donnée (S), ayaut les propriétés de potentiel de la simple
couche et satisfaisant a la condition

(Efds:.o.

on

3

S5«
ox)
a une limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro, si la

surface fermée (S) satisfait aux conditions 1°, 2" et 3° de U Introduction et
admet la transformation de M. Poincaré.

Le rapport
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Le rapport

Nous appellerons ce théoréme théoréme fondamental.
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a une limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro, si la

surface fermée (S) satisfait aux conditions 1°, 2" et 3° de U Introduction et
admet la transformation de M. Poincaré.

ds = o.

Le rapport

Nous appellerons ce théoréme théoréme fondamental.

Nous avons démontré ce théoréme dans le cas ot la surface (S) admet la trans-
formation de M. Poincaré, mais il est probable qu'il existe encore dans les cas
plus généraux.

Je crois que l'on peut démontrer ce théoréme indépendamment de la transfor-
mation de M. Poincaré, pour toutes les surfaces satisfaisant aux conditions 1°, 2°
et 3, bien que je n’aie pas réussi a le démontrer dans ces conditions en loute
rigueur en ce momenl.

Martin Costabel (Rennes) Inégalité de Poincaré oubliée 2e J d'équipe 3/26



W. Stekloff 1900 [Ann. Fac. Sci Toulouse 2 (1900) 207-272]

Tutonkms. — Soit V une fonction, harmonique & Uintérieur et & Uextérieur
de la surface donnée (S), ayaut les propriétés de potentiel de la simple
couche et satisfaisant a la condition

v,

——Zds=o.

on
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ox)
a une limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro, si la

surface fermée (S) satisfait aux conditions 1°, 2" et 3° de U Introduction et
admet la transformation de M. Poincaré.

Le rapport

Nous appellerons ce théoréme théoréme fondamental.

Nous verrons dans ce qui va suivre, que la solution de tous les problemes
fondamentaux de la Physique mathématique se ramene a la démonstration

compléte du théoréme fondamental.
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Références, de Poincaré a nos jours

H. POINCARE. La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet.
Acta Math. 20 (1896) 59—142.
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1900

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la méthode de Neumann et le probléme
de Dirichler. Note de M. A. Kory, présentée par M. Picard.

« Dans une Note (') sur la méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet,
M. W. Stekloff est arrivé 4 une démonstration de la méthode de la moyenne
arithmétique de M. Neumann, qui est & peu prés la méme que celle que
jai publiée il y a un an dans mon Cours sur la théorie du potentiel (2). Ma
démonstration, comme celle de M. Stekloff, a pour base le Mémoire ingé-
nieux (*) de M. Poincaré, et nous’avons éliminé tous les deux de la méme
maniére la restriction de M. Poincaré, que l'existence d’'une solution soit
préalablement établie. Pour rendre la démonstration compléte, il fallait
encore éliminer une autre condition de M. Poincaré, I'existence d’une cer-
taine transformation & I'aide de laquelle on puisse transformer la surface
donnée en sphére. Comme Vexistence de cette transformation ne peut &tre
facilement démontrée pour toutes les surfaces, je me suis borné & un cas
trés général, dans lequel on peat I'établir sans difficulté, mais il résulte
clairement de ma démonstration qu’elle reste toujours rigoureuse, pouryu
que la transformation de M. Poincaré existe et que la fonction f donnée sur la
surface soit continue avec ses deuz premiéres déripées (*). On peut remplacer
la condition 4° de M. Stekloff par cette condition, car la condition 4° de
. Stekloff en est, comme il résulte déja da Mémoire de M. Poincaré, une
simple conséquence. »
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Equation intégrale de Neumann pour le probléme de Dirichlet

Potentiel de double couche dans R3\ I = Q~ U Q*:

) = 7900 = 5 [ M0 gty asty)
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Equation intégrale de Neumann pour le probléme de Dirichlet

Potentiel de double couche dans R3\ I = Q~ U Q*:

) = 7900 = 5 [ M0 gty asty)

Relations de saut sur I':

oput =0pu™; ut—u =g; Déf:  Kg:=1i(u"+u")
Tracessur: v~ = (£31+K)g
Probléme de Dirichlet intérieur: u~ = fsurl

Equation intégrale du potentiel de double couche: u = %g avec

(31-K)g=—f
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La série de Neumann

o C.Neumann 1877: g=-2% (2K)'f
£=0
Convergence dans C°(I')/R si I est convexe:
_ 1 ny)-(y—x)
dex(y) - o |X*y|3 ds(y)

est une mesure de masse 1, positive si [ convexe
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Beer 1856, dans C. Neumann:

Untersuchungen Uber das Logarithmische und Newtonsche Potential, Teubner 1877.

»Wenn nun erstlich der idivelektrische Korper ausserhall
»der Fliche o liegt, so findet nach einem bekannten Green-
»schen Satz fdr jeden Punct des von ¢ umschlossenen Raumes
otie Formel statt:

. 1 [er de | p
F fo'dv r F,
20 F' den Werth hat:

2l
1 N
I‘:"==-’+"I—"‘ K *'Z;v do.
pDie Funetion I ist offenbar selbst wiederum eine Potential-
»function, und der Ausdruck AZF" verschwindet allenthalben
»imt Innern von @. Dabei leuchtot ein, dass I — welches
pimerhalb ¢ zwischen dem grissten und kleinsten Werthe
pliegt, den die Fanction F auf der lliiche ¢ selbst an-
»Wmmt*) — im Allgemeiuen gleichformiger als ¥ verliinft«**),
»Wenden wir auf I den Satz (1.) an, so kommt:

4 1 F" dao '
Fe-w)o v+
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Beer 1856, dans C. Neumann:

Untersuchungen Uber das Logarithmische und Newtonsche Potential, Teubner 1877.

*) Diese von Beer hier ohne Beweis aufgestellte Behauptung ist
nicht allgemein richlig. In der That ist es leicht, hestimmto Beispicle
anmngehen, in denen sie wnrichtiy ist. Beer Lat wahrscheinlich still-
sehweigend dio Vornussetzung gemacht, dass der in der letaten Formel

1

unter dem Intogralzeichen enthaliene Ausdrnck “: fitr allo Elemente

;lw ¢tnerlel Vorzeichen hube, — was offenbar im Allgemeinen nicht der
“all ist,

**) Die Hinfillligkeit der vorhergelienden Behauptung {ibertriigt
sich auf diese Behauptung der grissern Gleichformigkeit.
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La série de Neumann

o C.Neumann 1877: g=-2% (2K)'f
£=0
Convergence dans C°(I')/R si I est convexe:

dox(y) = 417 7'703( 7(};4_3 X as(y)

est une mesure de masse 1, positive si [ convexe
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o C.Neumann 1877: g=-2% (2K)'f
£=0
Convergence dans C°(I')/R si I est convexe:

dox(y) = 417 7'703( 7(};4_3 X as(y)

est une mesure de masse 1, positive si [ convexe
oo

e Poincaré 1896: u=-2% 9(2K)'f
=0

Convergence dans L= (R%) si € C'*
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Poincaré 1896: Equations intégrales sans equations intégrales

§ 2. Méthode de Neumann.

Soit ¢ une fonction donnée en tous les points de la surface S; soit
A un paramétre auquel je me réserve de donner différentes valeurs.

Proposons-nous de trouver une double couche dont le potentiel W
satisfasse & la condition suivante:

(1) V=V =V + V) + 20;

c'est ce que jappellerai le probleme de” Neumann.

Le probleme de DiricHLET, soit pour un domaine intérieur & §,
soit pour un domaine extérieur & S n'est don¢ qu'un cas particulier du
probléme de NEUMANN.
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La série de Neumann

o C.Neumann 1877: g=-2% (2K)'f
£=0
Convergence dans C°(I')/R si I est convexe:

dbu(y) = 1= "X sy

ar x—yF
est une mesure de masse 1, positive si [ convexe
e Poincaré 1896: u= -2 i 2(2K)* f
Convergence dans L=(R%) si I € C/‘:f“
e Steinbach-Wendland 2001: g = — i(%l + K)* f
=0

Convergence dans H'/?(T") si I" lipschitzien; syst. ell. d’ordre 2 ds R”
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La série de Neumann

o C.Neumann 1877: g=-2% (2K)'f
£=0
Convergence dans C°(I')/R si I est convexe:

dbu(y) = 1= "X sy

ar x—yF
est une mesure de masse 1, positive si [ convexe
e Poincaré 1896: u= -2 i 2(2K)* f
Convergence dans L=(R%) si I € C[‘:f“
e Steinbach-Wendland 2001: g = — i(%l + K)* f
=0

Convergence dans H'/?(T") si I" lipschitzien; syst. ell. d’ordre 2 ds R”

e Ouvert: Convergence dans L2(T'); ordre > 2; d; — A; Maxwell...
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Le Grand Bouleversement

D. HILBERT. l:;lber das Dirichletsche Prinzip. Jb. DMV 8 (1900) 184—188.
D. HILBERT. Uber das Dirichletsche Prinzip. Math. Ann. 59 (1904) 161-184.
D. HILBERT. Uber das Dirichletsche Prinzip. J. R. A. Math. 129 (1905) 63-67.
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Et maintenant des maths pour...

Martin Costabel (Rennes) Inégalité de Poincaré oubliée 2e J d’équipe 15/26



Et maintenant des maths pour...

... The Bilaplacian
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Green formulas for A2

Q = Q: Smooth bounded domain in R?; boundary I'; exterior domain Q*

/Azuv = /AuAv+/(6,,Auv—Au8nv)ds
Q Q r
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Green formulas for A2

Q = Q: Smooth bounded domain in R?; boundary I'; exterior domain Q*

/Azuv
Q

/Azuv = / > 8“u8‘“v+/(8nAuv—aTa,,uaTv—a,%uanv)ds
Q Q r

Jal=2

/AuAv+/(8nAuv—Au8nv)ds
Q r
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Green formulas for A2

Q = Q: Smooth bounded domain in R?; boundary I'; exterior domain Q*

/Azuv
Q

/Azuv = / > 8“u8‘“v+/(8nAuv—aTa,,uaTv—a,%uanv)ds
Q Q

la]=2 r

/AuAVJr/(é)nAuv—Auan)ds
Q r

/ > aauaav+/(anAuvwsaTa,,uv—a,%uanv)ds
r

2 |a]=2
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Green formulas for A2

Q = Q: Smooth bounded domain in R?; boundary I'; exterior domain Q*
/Azuv = /AuAv+/(8,,Auv—Au8nv)ds
Q Q

/Azuv
Q

/ > 8“u8‘“v+/(8nAuv—é)Ta,,uaTv—a,%uanv)ds
Q r

lee|=2

/ > aauaav+/(anAuvmsaTa,,uv—a,%uanv)ds
r

|a|=2
0<o<1: /A2 v = a,(u,v)+ /(N uv —M,udpv)ds

a-(u,v) = /AuAv+ 1—0)/ Z O%udv
Q

|a|=2
M, = ocAu + (1-0)diu . bending moment
No AU + (1 — 0)0s0-0u : twisting moment
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Traces (smooth domain)

/A2uv = a(u, v)+/(Nuv—Mu8nv)ds J
Q r
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Traces (smooth domain)

/A2uv = a(u, v)+/(Nuv—Mu8nv)ds J
Q r

Cauchy data: (YoU, y1U) == (U, &t —Nu, Mu) onT
Traces:  (v0,71) s H5(Q) — H* (1) x H*~ (1) x H*~2(I) x H*~2(r)
Energy norm (s = 2): X 1= H2(I') x H2 (') = 7oH(Q)

(0, 71) : HA(BZ Q) — X x X'

First Green formula

a(u,v) = / APV + (yu,70v)
Q
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Traces (smooth domain)

/A2uv = a(u, v)+/(Nuv—Mu8nv)ds J
Q r

Cauchy data: (YoU, y1U) == (U, &t —Nu, Mu) onT
Traces:  (v0,71) s H5(Q) — H* (1) x H*~ (1) x H*~2(I) x H*~2(r)
Energy norm (s = 2): X 1= H2(I') x H2 (') = 7oH(Q)

(v0,71) : H3(A% Q) — X x X’

First Green formula

a(u,v) = / APuv + (y1u,%0V)
Q

v
Second Green formula

/(Azuv — ULPV) = —(11U,70V) + (YU, 71 V)
Q
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Representation Formula, Single and Double Layer

. 1
Fundamental solution: G(x) = g\x|2 log | x|

(= AG= ;—ﬂ(log x|+ 1))
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Representation Formula, Single and Double Layer

. 1
Fundamental solution: G(x) = S—W\XF log | x|

(= AG= ;—ﬂ(log x|+ 1))
u) = [ Auw)ex-y)dy
Q
+ / (~NU(Y)G(x — ¥) + Mu(y)dn) G(x — ¥))ds(y)

- [[@uIM»Gx ~ ) ~ ulyINGx ~ )dsty)
NE(X) + S yu(x) — Dyou(x)
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Representation Formula, Single and Double Layer

. 1
Fundamental solution: G(x) = 8—7T\x|2 log | x|

(= AG= ;—ﬂ(log x|+ 1))

Representation in Q~

u(x) / D2u(y) G(x — y) dy

+ / (—NU(y)G(x — y) + Mu(y)du) G(x — y))ds(y)

- [[@uIM»Gx ~ ) ~ ulyINGx ~ )dsty)
= Nf(X)+ L yu(x) — Dyu(x)

Distributional definitions

Nf = Gxf
S = Gxyé
79 = Gx7ig
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The double layer potential

7(2)(x) = / (=NY)G(x — ¥)go(y) + MY)G(x — ¥)g1(1)) ds(y) J
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The double layer potential

7(2)(x) = / (=NY)G(x — ¥)go(y) + MY)G(x — ¥)g1(1)) ds(y) J

Jump relations:  [v029]=g; [1%g]=0 J
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The double layer potential

7(2)(x) = / (=NY)G(x — ¥)go(y) + MY)G(x — ¥)g1(1)) ds(y) J

Jump relations:  [v029]=g; [1%g]=0 J

R + +
One-sided traces: v,29 =119+ Kg; ~, 29=-Wg J

[ =NWGx-y)  My)Gx-y) \ (@
Ko(x) = / (—an<X)N(y)G(x "Y) OnM(y)G(x y)) (g) (v)ds(y)
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The double layer potential

7(2)(x) = / (=NY)G(x — ¥)go(y) + MY)G(x — ¥)g1(1)) ds(y) J

Jump relations:  [v029]=g; [1%g]=0 J

+ +
One-sided traces: v,29 =119+ Kg; ~, 29=-Wg J

[ =NWGx-y)  My)Gx-y) \ (@
Ko(x) = / (—an<X)N<y)G(x "Y) OnM(y)G(x y)) (g) (v)ds(y)

Integral equation for the interior Dirichlet problem

(FI-K)g="f

Orders: (2, ') : Not a classical Fredholm second kind integral equation!
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

X = HA(Q7)/H§(Q7) = HX(Q")/H§(QF) = H*(R®)/HG (R \ T)

Dirichlet trace:
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection }
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (vi1u, yov) := [, A%uv — a(u, v)

Martin Costabel (Rennes) Inégalité de Poincaré oubliée 2e J d’équipe 20/26



Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (vi1u, yov) := [, A%uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (vi1u, yov) := [, A%uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:

X - HL(R?) . 2:X— HA(A%Q)
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (vi1u, yov) := [, A%uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:

Representation formula in Q

Vu e H* (A% Q) : U= GxA%u+.9yu— Zvou
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (vi1u, yov) := [, A%uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:

Jump relations
[07d] =0; [Tl =—¢; [wZ29]=9g; [11Z]=0

Martin Costabel (Rennes) Inégalité de Poincaré oubliée 2e J d'équipe 20/26



Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (v1u, yov) := [, A*uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:

Definition of boundary integral operators

Vo = {nws¢} , Ko={mS¢} onX
Kg = {yw29 , Wg=-{v1%2g9} onX
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Lipschitz boundaries: Spaces, traces and potentials

Dirichlet trace:
X = H(Q7)/H(Q7) = H(Q")/HJ(QF) = H*(R?)/HE (R®\T)
Y0 : H?(Q) — X: Canonical projection

Neumann trace: v = 1., : H*(A% Q) — X' C H2(R?)
defined by the first Green formula: (v1u, yov) := [, A*uv — a(u, v)

Definition

Single layer potential: .¢ = G * 5 ¢ Double layer potential : 2g = G« i g

With these definitions, many things work and look the same as for the
Laplace operator or other second order operators:

K=K, KV =VK', KW=WK, VW= ]1-K.
Calderoén projector, Poincaré-Steklov operator, Boundary integral equations...
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And finally: The Energy

Removal of zero-energy fields in Q~

Xo={ge X |VpeP:(g,7p)=0}; Xo=X/nPi; Xg=(X)

The Neumann problem u € H?(Q) : A%u =0, yu = g is solvable
—=geX;
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And finally: The Energy

Removal of zero-energy fields in Q~

Xo={ge X |VpeP:(g,7p)=0}; Xo=X/nPi; Xg=(X)

The Neumann problem u € H?(Q) : A%u =0, yu = g is solvable
—=geX;

Finiteness of energy in Q*

Foru=.7¢,¢ € X': at(u,u) < oo < ¢ € X} and
a(u,uy=0=¢=0
Foru= %2g,g€ X: a"(u,u) < oo and at(u,u) =0 & g € Py
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And finally: The Energy

Removal of zero-energy fields in Q~

Xo={9€ X |VpePi:(g,7p) =0}; Xo=X/nPi; Xj=(X)

The Neumann problem u € H?(Q) : A%u =0, yu = g is solvable
—=geX;

Finiteness of energy in Q*

Foru=.7¢,¢ € X': at(u,u) < oo < ¢ € X} and
a(u,uy=0=¢=0
Foru= %2g,g€ X: a"(u,u) < oo and at(u,u) =0 & g € Py

Lemma

The total energy a (u, u) + a*(u, u) defines positive quadratic forms
on Xj via single layer potentials u = .7¢
on Xy via double layer potentials u = 2g
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The Poincaré Fundamental Lemma for A2

There exists . = p(I") > 1 such that
ifu=5%¢,¢pe X,,or u=9g,geX, then

ta (u,u) <a*(u,u) < pa (u,u)
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The Poincaré Fundamental Lemma for A2

There exists 1 = p(I") > 1 such that
ifu=%¢,pe X,or u=2g,9eX, then

ra (u,u) <a*(u,u) < pa(u,u)

Corollary

On the Hilbert space Xp with the norm of the total energy

g1z = a(u,u) = a(u,u) + a*(u,u) :  (u=2g)

the operators A™ and A~ defined by the bilinear forms a* and a~— are
positive definite, selfadjoint bounded operators satisfying

At +A =1L

The 3 operators AT, A~ and AT — A~ are contractions:

— 1
Afla< —E— i A o< AT —A o< B
| Ha_u+1 | IIa_MJr1 I Ha_u+1
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The Poincaré Fundamental Lemma for A2

There exists . = p(I") > 1 such that
ifu=5%¢,¢pe X,,or u=9g,geX, then

La (u,u) < a*(u,u) < pa(u,u)

Proof of the Corollary:

a(u,u) < (p+1a (u,u)
a(u,u) < (1+ )a+( u)
at(u,u) = a(u,u)—a (u,u)< #i1 a(u, u)
a (u,u) = a(uu)-a'(uu) < Arau,u)
at(u,u)—a (uu)| < “ga(u,u)
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The biharmonic double layer potential operator

From the first Green formulas and the jump relations,
one has the expressions for the total and partial energies

Vu=9g.9€Xo :  a(u,u)=(Wg, (31*K)g); a(u,u)=(Wg.g)

Hence we can identify:
lgll2 = (Wg,g); A~=1ItK; A"—A =2K
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The biharmonic double layer potential operator

Theorem

The operators %Ii‘K are positive definite selfadjoint operators on Xj
with the energy norm.

The operators JITK and 2K are contractions.

The Dirichlet problem in Q: A?u = 0,yu = f € X can be solved by a
double layer potential u = Zg, where g is given by the convergent
Neumann series

o

g= (31 f=> (31+K)

£=0

On the quotient space Xp, the following Neumann series is also
convergent:

o0

9= (3(1-2K))'F =2 (2K)'f

=0
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The contraction constant (Poincaré estimate)

For the norm || 1(I — 2K||w we have seen

W, (11— K)g)
lI _ K — su <2—
lot=Kllw = sup == 5

a (u,u) . ,
= le | |
sup{ 2 (0.0) + a (0. 0) | uis a double layer potential }

+
= 1 —inf{ a(u, u) ) | uis a double layer potential }

at(u,u)+a(u,u
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The contraction constant (Poincaré estimate)

For the norm || 1(I — 2K||w we have seen

(W, (31 - K)g)

H-K = su
L A (X
a (u,u) . .
= le | |
sup{ 2 (0.0) + a (0. 0) | uis a double layer potential }
+
= 1 —inf{ a(u, u) ) | uis a double layer potential }

at(u,u)+a(u,u

In a similar way, we get, by representing single layer potentials by their
Dirichlet data

(V7'g.(31+ K)g)

S+ K|y = su
zt+ Kl sex  (Vlg.g)
a (u,u) . i _
= le | |
sup{ Fw ) ta (0 | uis a single layer potential }
+
= 1 —inf{ a (u,u) | uis a single layer potential }

at(u,u)+a(u,u)
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Recall: The Poincaré-Steklov operatorin Q—: S:~u— yiu(Lu=0)
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Recall: The Poincaré-Steklov operatorin Q—: S:~u— yiu(Lu=0)

S = (%I+ K’)V71 ( SL:u=Fp;yu=Ve; yiu=(31+K')p)
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Recall: The Poincaré-Steklov operatorin Q—: S:~u— yiu(Lu=0)

S = (%I+ K’)V71 ( SL:u=Fp;yu=Ve; yiu=(31+K')p)

W(T— K)Y™' (DLiu=2v; yu=(— L 1+K)v; yu=— W)
2 2
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Recall: The Poincaré-Steklov operatorin Q—: S:~u— yiu(Lu=0)

S = A+K)VT (sLiu=Fe; yu=Ve; u=(}+K)e)
W(EI—K)™" (DL u=9v; yu=(—1+K)V; yru=—Wv )
= W+SEI+K) (su-(31+K)=w)
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Recall: The Poincaré-Steklov operator in Q~:

S:

Martin Costabel (Rennes)

(%I+ K’)V71 ( SL:u=Fp;yu=Ve; yiu=(31+K')p)

1

S:’yU»—>'y1U(LU:0)

W(EI—K)™" (DL u=9v; yu=(—1+K)V; yru=—Wv )

W+ S(3+K) (Su-(31+K)=w)
W+ (%/+ K/)V71(%I+ K) symmetric form

Inégalité de Poincaré oubliée

2e J d’équipe
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

@ lfabcRandb > b”+aand a> 0, then

1 1 1
—yz—as<b<z+y/z—a<1

1
2
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The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

@ lfabcRandb > b”+aand a> 0, then

1 1 1 1
s—\z—-as<b<s;+yz—-a<1

@ If A, B are bounded selfadjoint operators and 5 = 5° + A and
A > al > 0, then

1Bl < z+yz—-a<1
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@ lfabcRandb > b”+aand a> 0, then

1 1 1 1
s—\z—-as<b<s;+yz—-a<1

@ If A, B are bounded selfadjoint operators and 5 = 5° + A and
A > al > 0, then

1Bl < 3+y3-a<1
@ Let B= JI+ K in X, 1. The symmetric representation of S
VIII+K) =S =1+ KW+ K) + W
shows that B = B? + A, A > ¢,/ > 0 with

_ inf A
0= g (v, V=1v)

The contraction constant (Steinbach-Wendland estimate)

Hence ||B|ly + < 3 +1/1—co < 1
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