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1 - Introduction

• Optimisation de formes d’antennes lentilles
( Ronan Sauleau - Gaël Godi - Barbara Barès, from IETR )

- Procédure d’optimisation locale (Géométrie Optique (GO) et algorithmes de
type Gradient)

- Procédure d’optimisation globale (GO - Optique Physique combinée avec des
algorithmes génétiques)
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• Quelques travaux liés à l’équation intégrale volumique :

- Méthodes numériques de résolution de l’équation
? M. I. Sancer - K. Sertel - J. L. Volakis - P. V. Alstine (2006)
? M. M. Botha (2006)
? J. P. Kottmann - O. J. F. Martin (2000)
? C. C. Lu (2003)

- Etude spectrale de l’opérateur intégral volumique
? J. Rahola (2000)
? N. V. Budko - A. B. Samokhin (2006)
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2 - Le problème – Hypothèses

Γ
Ω+

Ω−

Ω−, domaine 3-D borné et régulier (Ck, k ≥ 2) ; Γ = ∂Ω− et Ω+ = R3 \ Ω−

Permittivité ε discontinue à travers Γ, avec :

ε > 0 (σ ≡ 0) ε/Ω− ∈ C1(Ω−) ∩ C0(Ω−) ε/Ω+ = ε0

εr =
ε

ε0

et η = 1− εr

µ ≡ µ0, ω : la fréquence et κ = ω
√

ε0µ0 > 0 : le nombre d’onde
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2 - Le problème – Espaces de fonctions

• H(rot,Ω−) = {u ∈ (L2(Ω−))3;∇× u ∈ (L2(Ω−))3}

• H(div,Ω−) et H(div,Ω+) sont définis de la même manière,
avec ∇× u à la place de ∇ · u

• H(rot,div,Ω−) = H(rot,Ω−) ∩H(div,Ω−)

• Hloc(rot, (Ω+)) = {u ∈ (L2
loc(Ω+))3;∇× u ∈ (L2

loc(Ω+))3}

• Hloc(div, (Ω+)) est défini de la même manière, avec ∇× u à la place de ∇ · u

• Hloc(rot,div, (Ω+)) = Hloc(rot, (Ω+)) ∩Hloc(div, (Ω+))
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2 - Le problème – Les équations

Trouver E, H tels que
Ei := E|Ω− ∈ H(rot,div,Ω−),Ee := E|Ω+ ∈ Hloc(rot,div,Ω+),
Hi := H |Ω− ∈ H(rot,Ω−),He := H |Ω+ ∈ Hloc(rot,Ω+), et

(P)



∇×Ei − iκHi = 0 et ∇×Hi + iκεr Ei = 0 dans Ω−

∇×Ee − iκHe = 0 et ∇×He + iκEe = F dans Ω+

n×He = n×Hi et n ·He = n ·Hi sur Γ

n×Ee = n×Ei et n ·Ee = n · εr Ei sur Γ

He × x̂−Ee = O
(

1
r2

)
; r → +∞

avec F ∈ H(div,Ω+), à support compact dans Ω+
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3 - Formulations intégrales – Théorèmes de représentations intégrales

Proposition (Représentations intégrales )
Soit (E,H) une solution du problème (P), alors nous avons les représentations
intégrales suivantes pour E dans R3 :

E = ∇S(ηn ·Ei)−∇N (∇ ·Ei)− κ2N (ηEi) + D

et
E = ∇M(ηEi)− κ2N (ηEi) + D

avec
Sf(x) =

∫
∂Ω−

f(y) Gκ(x− y) ds(y); Gκ(x) = eiκ|x|

4π|x|

Nu(x) =
∫

Ω−
u(y) Gκ(x− y) dy Mu(x) =

∫
Ω−

u(y) · ∇yGκ(x− y) dy

D = − 1
iκ ∇

∫
Ω+
∇ · F (y) Gκ(x− y) dy + iκ

∫
Ω+

F (y) Gκ(x− y) dy
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3 - Formulations intégrales – Equation intégrale volumique

(E1)


Trouver E◦ ∈ (L2(Ω−))3 tel que :

(
1−∇Mη + κ2Nη

)
E◦ = D

avec
Mη : u 7−→M(ηu)

Nη : u 7−→ N (ηu)

13 Mars 2008 IRMAR - Université de Rennes 1
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3 - Formulations intégrales – Equations intégrales couplées

(E2)



Trouver (E∗, e∗) ∈ (L2(Ω−))3 ×H− 1
2 (Γ) tel que :

1−∇Nτ + κ2Nη −∇Sη

κ2γ−
n Nη − γ−

1 Nτ 1 − γ−
1 Sη

 E∗

e∗

 =

 D

γ−n D


avec

τ =
1
εr
∇εr

Sη : f 7−→ S(ηf) et N τ : u 7−→ N (τ · u)

γ−1 g := (∂n(g|Ω− ))|Γ et γ−n v := (n · (v|Ω− ))|Γ
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4 - Quelques résultats – Equivalence

• (P) =⇒ (E2) (Théorème de représentations intégrales)
Si (E,H) est une solution du problème (P), alors (Ei,n ·Ei) est une
solution du problème (E2).

• (E2) =⇒ (P) (Principe de continuation unique, relations de saut au bord)
Si (E∗, e∗) est une solution du problème (E2), alors nous avons une solution
(E,H) du problème (P), définie par :

E|Ω− = E∗

E|Ω+ (x) = ∇S(ηe∗)(x)−∇N (∇ ·E∗)(x)− κ2N (ηE∗)(x) + D(x)

H |Ω− =
1
iκ
∇×E∗ et H |Ω+ =

1
iκ
∇×E|Ω+
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4 - Quelques résultats – Equivalence

• (E1) ⇐⇒ (E2) (Intégration par parties, résultats de densité)

Soit D ∈ H(div,Ω−) et ∇ ·D = 0.

(i) Si E◦ ∈ (L2(Ω−))3 est une solution du problème (E1), alors
E◦ ∈ H(div,Ω−) et la paire (E◦, e◦) est une solution du problème (E2), avec
e◦ = n ·E◦ ∈ H− 1

2 (Γ).

(ii) Si (E∗, e∗) est une solution du problème (E2), alors E∗ est une solution
du problème (E1).

• Remarque
On peut se passer de la condition ∇ ·D = 0.
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4 - Quelques résultats – Propriété de Fredholm

• Théorème
Soit εr ∈ C1(Ω−), tel que εr(x) 6= 0 dans Ω− et εr(x) 6= −1 sur Γ.
L’opérateur matrice du problème (E2)

A =

1−∇Nτ + κ2Nη −∇Sη

κ2γ−
n Nη − γ−

1 Nτ 1 − γ−
1 Sη



de (L2(Ω−))3 ×H− 1
2 (Γ) dans (L2(Ω−))3 ×H− 1

2 (Γ) est Fredholm d’indice
zéro. Si il existe un point x ∈ Γ tel que εr(x) = −1, alors la matrice A
n’est pas Fredholm.
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4 - Quelques résultats – Well-posedness

• Eléments de preuve - Propriété de Fredholm

? γ−
1 Sηf =

∫
Γ

η(y))∂nxGκ(x−y)f(y) ds(y)+
1
2
η(x)f(x) (Relations de saut)

? (1 − γ−
1 Sη)f = αf − T ηf

? où α = 1
2 (1 + εr) et T est compact de H− 1

2 (Γ) dans lui-même.

A =

1 B
0 α1

 +

K1 0

K3 K2


• Théorème

Sous les hypothèses du problème de transmission (P), l’équation intégrale
volumique (E1) admet une solution unique dépendant continûment des
données.
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4 - Quelques résultats – Opérateur intégral volumique

• Proposition
Soit εr ∈ C1(Ω−).
(i) L’opérateur

A : E 7−→ ∇M(ηE)− κ2N (ηE)

est borné de (L2(Ω−))3 dans lui-même et de H(div,Ω−) dans lui-même.

(ii) Si E ∈ (L2(Ω−))3est solution de

(1−A)E = D

avec D ∈ H(div,Ω−), alors E ∈ H(div,Ω−).

(iii) Si εr(x) 6= 0 dans Ω− et εr(x) 6= −1 sur Γ, alors le noyau de
l’opérateur (1−A) dans (L2(Ω−))3 est de dimension finie et la
codimension de la fermeture de l’image dans (L2(Ω−))3 est aussi finie.
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(iv) Si εr est une constante strictement positive, alors l’opérateur (1−A)
est fortement elliptique : Il existe un opérateur compact K0 et une constante
c > 0 tels que pour tout E ∈ (L2(Ω−))3,∫

Ω−
E(x) · (1−A)E(x)dx ≥ c||E||2(L2(Ω−))3 − ||K0E||2(L2(Ω−))3

(L’opérateur (1−A) est donc Fredholm d’indice zéro dans (L2(Ω−))3)

• Eléments de preuve - Forte ellipticité

– A ∼ (1− εr)P (à un compact près)

– PE(x) = ∇
∫

Ω−
∇yG0(x− y) ·E(y)dy; G0(x− y) =

1
4π|x− y|

– P : Multiplicateur de Fourier par P̂(ξ) = (ξξT )/|ξ|2 sur R3

(=⇒proj. orth. =⇒ P et (1− P) semi-defini positif )

– (E, (1−A)E) ∼ εr(E,E) + (1− εr)(E, (1− P)E)

– (E, (1−A)E) ∼ (E,E) + (εr − 1)(E,PE) (c = min{1, εr})
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5 - Traitement des singularités

• Implémentation de l’équation intégrale volumique

– But (à terme) −→ Optimisation de forme

– Equation intégrale volumique −→ Utilisation de maillages structurés

– Méthode −→ E. F. + Méthodes Multipôles Rapides (Mélina ++)

– Etat de l’art (Mélina ++ et Equations intégrales)
∗ Eq. intégrales de surfaces achevées (D. Martin, E. Darrigrand)
∗ Eq. intégrales volumiques en cours d’implémentation
· Structure existante
· Attente de la mise en œuvre du calcul des singularités
· Méthodes rapides non encore intégrées

13 Mars 2008 IRMAR - Université de Rennes 1
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5 - Traitement des singularités

• Méthode de J. Gay

– Iα
KL =

∫
K

∫
L

F (x, y)
|x− y|α

dydx

– Stratégie (basée sur des changements de variables judicieux)
∗ Changements de variables à l’aide de transformations singulières
∗ Description de l’ensemble des singularités dans les nouvelles variables
∗ Transformations sur les variables concernées, pour faire “absorber” la

singularité par le Jacobien (factorisation, simplification)
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5 - Traitement des singularités

• Méthode de J. Gay – Exemple

X = Y

y
′•

x
′• x•

y•
(λ2, λ3)

λ1

– x(λ1, λ2, λ3); (λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1]3; λ2 + λ3 ≤ 1.
x
′ ↔ (λ2, λ3) et x = (1− λ1)X + λ1x

′

– y(µ1, µ2, µ3); (µ1, µ2, µ3) ∈ [0, 1]3; µ2 + µ3 ≤ 1.

– singularité ⇐⇒ λ1 = µ1 = 0 et Jacobien ∝ λ2
1µ

2
1.
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5 - Traitement des singularités

• Méthode de J. Gay – Exemple

µ1

λ1

T1

T2

µ1 ≤ λ1

µ1 ≥ λ1

sur T2

 λ1 = µ1

µ1 = λ1

=⇒

 T2 −→ T1

JT2 = 1

sur T1

 λ1 = ξ

µ1 = ηξ
=⇒

 T1 −→ [0, 1]2

JT1 = ξ

– singularité −→ ξ(5−α) (singularité levée dans notre situation (α = 3) ).
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5 - Traitement des singularités

• Méthode de J. Gay – Exemple

•y
′

ỹ
•

y
•

x
′•

x̃
•

x
•

λ2

λ1

λ3

– x(λ1, λ2, λ3); (λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1]3.
x
′ ↔ λ2, x̃ ↔ λ3 et x = (1− λ1)x̃ + λ1x

′

– y(µ1, µ2, µ3); (µ1, µ2, µ3) ∈ [0, 1]3.

– singularité ⇐⇒ λ1 = µ1 = 1− λ3 − µ3 = 0
et Jacobien ∝ λ1(1− λ1)µ1(1− µ1).
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5 - Traitement des singularités
• Méthode de J. Gay – Exemple

sur S1 :

 λ3 = (1− ω)ν

µ3 = (1− ω)(1− ν)
=⇒

 S1 −→ [0, 1]2

JS1 = 1− ω

sur S2 :

 λ3 = (1− ω)ν + ω

µ3 = (1− ω)(1− ν) + ω
=⇒

 S2 −→ [0, 1]2

JS2 = 1− ω

µ3

λ3

S1

S2

µ3 + λ3 ≥ 1

µ3 + λ3 ≤ 1

1− λ3 − µ3 =

 ω sur S1

− ω sur S2

? singularité ⇐⇒ λ1 = µ1 = ω = 0.

? singularité −→ ξ(4−α), η(4−α), θ(4−α)

(singularité levée avec α = 3 ).
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5 - Traitement des singularités

• Méthode de Régularisation (J. P. Kottmann, O. J. F. Martin)

– IKL =
∫

K

∫
L

Gκ(x− y)ϕc(y)ϕr(x)dydx; Gκ(x) =
(
1 +

∇∇
κ2

)
Gκ(x)

– Idée principale :
∗ Soustraire à l’intégrande, une fonction de même comportement

singulier, qui peut être intégrée analytiquement (après une première
formule de quadrature sur l’un des éléments K ou L).

∗ On utilise pour cela le tenseur GS
κ(x) = ∇∇

κ2 G(x) (G est la solution
fondamentale du Laplacien).
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El Hadji KONE “Journée d’Equipe - Analyse Numérique”

6 - Conclusion – Perspectives

• Conclusion

- Dérivation rigoureuse de deux formulations intégrales, équivalentes au
problème de transmission.

- Well-posedness.

- Quelques propriétés des opérateurs intégraux.

- Traitement des singularités pour l’implémentation de l’équation intégrale
volumique avec la librairie Mélina ++ .

• Perspectives

- Résolution de l’équation avec des méthodes rapides, exemple : FMM.

- Optimisation de forme par équations intégrales.

- “Mapping properties” de l’opérateur intégral volumique, avec des
coefficients variables.
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