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Introduction



Les couches de l’atmosphère

(d’après Seinfeld, Pandis : Atmospheric Chemistry and Physics, 1995).



L’ozone atmosphérique

• 90% dans la stratosphère : “bon” ozone (absorbe UV)

• 10% dans la troposphère : “mauvais” ozone

L’ozone troposphérique provient à 92% de la pollution via des réactions pho-
tochimiques impliquant en particulier les oxydes d’azote, telles que

HO2 +NO → HN +O3

Sa concentration augmente de 2% par an depuis 40 ans.
Il est responsable de problèmes respiratoires, particulièrement en période es-
tivale.



Modélisation mathématique du transport de polluants.

On se limite à la troposphère (0 < z < 15 km).

• transport par le vent (essentiellement horizontal)
vitesse du vent ω(x, y, z, t) supposée connue
(en fait, seulement aux grandes échelles)

• diffusion turbulente (essentiellement verticale)
(correspond aux petites échelles de ω)

• réaction (émission de polluants) dans les très basses couches
(z < 100 m)



Modélisation de la chimie

Un modèle très simplifié pour la production d’ozone
(25 réactions, 20 espèces chimiques)

NO2 → NO +O3P NO2 +OH → HNO3

NO +O3 → NO2 O3P → O3

HO2 +NO → NO2 +OH O3 → O1D
HCHO → 2HO2 + CO O3 → O3P
HCHO → CO O1D → 2OH
HCHO +OH → HO2 + CO O1D → O3P
ALD →MEO2 +HO2 + CO SO2 +OH → SO4 +HO2

ALD +OH → C2O3 NO3 → NO
C2O3 +NO → NO2 +MEO2 + CO2 NO3 → NO2 +O3P
C2O3 +NO2 → PAN NO2 +O3 → NO3

PAN → C2O3 +NO2 NO3 +NO2 → N2O5

MEO2 +NO → CH3O +NO2 N2O5 → NO3 +NO2

CH3O → HCHO +HO2



f1(φ) = −k1φ1 + k22φ19 + k25φ20 + k11φ13 + k9φ11φ2 + k3φ5φ2

+k2φ2φ4 − k23φ1φ4 − k14φ1φ6 + k12φ10φ2 − k10φ11φ1 − k24φ19φ1,

f2(φ) = k1φ1 + k21φ19 − k9φ11φ2 − k3φ5φ2 − k2φ2φ4 − k12φ10φ2

f3(φ) = k1φ1 + k17φ4 + k19φ16 + k22φ19 − k15φ3

f4(φ) = −k17φ4 + k15φ3−k16φ4 − k2φ2φ4 − k23φ1φ4

f5(φ) = 2k4φ7 + k7φ9 + k13φ14 + k6φ7φ6 − k3φ5φ2 + k20φ17φ6

f6(φ) = 2k18φ16 − k8φ9φ6 − k6φ7φ6 + k3φ5φ2 − k20φ17φ6 − k14φ1φ6

f7(φ) = −k4φ7 − k5φ7 + k13φ14 − k6φ7φ6

f8(φ) = k4φ7 + k5φ7 + k7φ9 + k6φ7φ6

f9(φ) = −k7φ9 − k8φ9φ6

f10(φ) = k7φ9 + k9φ11φ2 − k12φ10φ2

f11(φ) = k11φ13 − k9φ11φ2 + k8φ9φ6 − k10φ11φ1

f12(φ) = k9φ11φ2

f13(φ) = −k11φ13 + k10φ11φ1

f14(φ) = −k13φ14 + k12φ10φ2

f15(φ) = k14φ1φ6

f16(φ) = −k19φ16 − k18φ16 + k16φ4

f17(φ) = −k20φ17φ6

f18(φ) = k20φ17φ6

f19(φ) = −k21φ19 − k22φ19 + k25φ20 + k23φ1φ4 − k24φ19φ1

f20(φ) = −k25φ20 + k24φ19φ1.



Propriétés du terme de réaction :

φi, i = 1, ..., 20 : concentration de l’espèce i.

• Quasi-positivité :

∀i = 1, · · · 20, (φi = 0 ⇒ fi(φ) ≥ 0).

(pas de consommation de l’espèce i si elle est absente)

• Conservativité :

∃a1, · · ·a20 > 0, ∃b1, · · · b20 ∈ R tels que
∑

i

aifi(φ) ≤
∑

i

biφi

• f au plus quadratique



Modélisation du transport

On note
−ω(x, y, z, t) = (−ω1,−ω2,−ω3)(x, y, z, t) la vitesse du vent.
−ω̄(x, y, z, t) : valeur moyenne sur un voisinage de (x, y, z), (connue).
−ω′(x, y, z, t) : fluctuation par rapport à la moyenne.

ω = ω̄ + ω′.

Rem : L’approximation de Boussinesq

Pour de faibles variations de densité et de pression (couches de faible épaisseur),
on peut faire l’approximation :

∇ · ω = 0.

Validité de cette hypothèse ici ??? (épaisseur ≈ 10 -15 km !!)



Conservation de la masse :

∂φi

∂t
−∇ ·

(

(ω̄ + ω′)(φ̄i + φ′i)
)

= fi(φ) + gi,

avec ω′, φ′ fluctuations autour des valeurs moyennes (turbulence).

• Postulat (Reynolds) :

ω′φ′i remplacé par di,x∇xφi + di,y∇yφi + di,z∇zφi.

• hypothèse simplificatrice : diffusion uniquement verticale

∂φ̄i

∂t
= di

∂2φ̄i

∂z2
+
∂(ω̄1φ̄i)

∂x
+
∂(ω̄2φ̄i)

∂y
+
∂(ω̄3φ̄i)

∂z
+ fi(φ̄) + gi, (1)

di : coefficient de diffusion turbulente



Conditions au bord

Après adimensionnement :

• (x, y) ∈ Ω : domaine ouvert régulier de R
2, (ν1, ν2) normale sortante,

• z ∈ (0, 1) : troposphère,

• t ∈ (0, T ).

On note Q = Ω × (0, 1) × (0, T ) et

∂−Q = {(x, y, z, t) ∈ ∂Ω × (0, 1) × (0, T ); ω1ν1 + ω2ν2 > 0} .

(vent rentrant)



Le modèle complet :

∂φi

∂t
= di

∂2φi

∂z2
+ ω1

∂φi

∂x
+ ω2

∂φi

∂y
+ ω3

∂φi

∂z
+ fi(φ) + gi, (x, y, z, t) ∈ Q,

Conditions initiales et au bord :

φi = φ0i (t = 0),
∂

∂z
[diφi] + ω3φi = 0 (z = 1),

−
∂

∂z
[diφi] − ω3φi + µiφi = ei (z = 0),

φi = θi (x, y, z, t) ∈ ∂−Q.

où on suppose connus :

• ei ≥ 0, flux dû aux émissions anthropogéniques et biogéniques,

• µi > 0, coefficient de déposition,

• θi concentration au bord où le vent est rentrant,

• φ0i donnée initiale.



Difficultés mathématiques

• Diffusion dégénérée (uniquement verticale)

• Transport dans toutes les directions

• Coefficients de diffusion différents pour chaque espèce.



Existence de solutions



Le cas équi-diffusif (d1 = · · · = dn = d)

Rappel : conservativité

n
∑

i=1

aifi(φ) ≤
n

∑

i=1

biφi.

Supposons pour simplifier bi = 0, i = 1 à n.
En multipliant chaque équation par ai et en sommant, on obtient

Wt − dWzz − ω · ∇W ≤
∑

i

aigi,

avec W =
∑

i aiφi.

Conditions au bord ⇒ ‖W‖L∞ ≤ C, φi ≥ 0 ⇒ existence globale de solutions
fortes.



Variante : f “intermediately quasi-conservative”

f1 + f2 + f13 + f15 + f19 + f20 ≤ 0

f7 + f8 + f9 + f10 + f11 + f12 + f13 + f14 ≤ 0

f17 + f18 ≤ 0

f3 + f4 + f16 ≤ k1φ1 + k22φ19

f5 + f6 ≤ 2k4φ7 + k7φ9 + k13φ14 + 2k18φ16.

W.E. Fitzgibbon, M. Langlais, J.J. Morgan, A degenerate reaction-diffusion
system modeling atmospheric dispersion of pollutants, JMAA 2005



Le cas non équi-diffusif

Cas de la diffusion non dégénérée (di∆φi) :

• Il existe des exemples de systèmes 2×2 non équi-diffusifs avec explosion
en temps fini (M. Pierre, D. Schmitt, 2000).

• On peut obtenir des solutions fortes classiques (L∞) globales sous des
hypothèses supplémentaires sur f (R. H. Martin, M. Pierre, 1997).

– f a une “structure triangulaire”

– estimation L∞ pour la première composante

• Si f quadratique, on peut montrer l’existence de solutions faibles L2

(M. Pierre 2003, L. Desvillettes, K. Fellner, M. Pierre, J. Vovelle 2007).



Cas non-équidiffusif avec diffusion dégénérée :

Théorème 1 On fait les hypothèses :

1. ω C1 sur Q̄, f C1 sur R
n, gi, φ0i, ei, θi sont L∞ et positives,

2. ∃ζi ∈ (L∞ ∩H2)(Q) vérifiant les conditions au bord,
3. f quasi-positive, conservative, quadratique,
4. ω1, ω2 indépendantes de z.

Alors il existe une unique solution φ telle que, pour tout i,

φi ∈ L∞(Q) ∩ L2(Q), positive, avec

∂φi

∂z
,
∂2φi

∂z2
∈ L2(Q).



Preuve du théorème



Idées :

• Existence pour la partie linéaire ;

• On tronque la non-linéarité : fM (φ) → existence de solutions φM ∈ L∞ ;

• Estimation dans L2 indépendante de M pour φM ;

– changement de variables → problème parabolique non dégénéré 1D ;

– raisonnement par dualité ;

• Estimation L∞ indépendante de M (bootstrapping, 1D) ;

• pour M assez grand, fM (φM ) = f(φM ) ;

• Unicité : classique dans L∞.



Le changement de variables

On définit de nouvelles coordonnées (ξ, η) par :

{

x = β(ξ, η, z, t)
y = γ(ξ, η, z, t)

où β, γ sont les solutions du problème de Cauchy

∂β

∂t
= −ω1(β(ξ, η, z, t), γ(ξ, η, z, t), z, t)

∂γ

∂t
= −ω2(β(ξ, η, z, t), γ(ξ, η, z, t), z, t)

β(ξ, η, z, 0) = ξ,

γ(ξ, η, z, 0) = η.



Le nouveau domaine a une section qui varie en fonction de z et t :

Dz,t = {(ξ, η) ∈ R
2, (β(ξ, η, z, t), γ(ξ, η, z, t)) ∈ Ω},

Domaine complet :

D = {(ξ, η, z, t) ∈ R
2 × (0, 1) × (0, T ), s.t.(ξ, η) ∈ Dz,t}



Le système dans les nouvelles variables

On a :

∂Φi

∂t
(ξ, η, z, t) =

(

∂φi

∂t
− ω1

∂φi

∂x
− ω2

∂φi

∂y

)

(β(ξ, η, z, t), γ(ξ, η, z, t), z, t).

et, sous l’hypothèse 4,

∂Φi

∂z
(ξ, η, z, t) =

∂φi

∂z
(β(ξ, η, t), γ(ξ, η, t), z, t),

∂2Φi

∂z2
(ξ, η, z, t) =

∂2φi

∂z2
(β(ξ, η, t), γ(ξ, η, t), z, t).

Le nouveau système s’écrit donc :











∂Φi

∂t
= di

∂2Φi

∂z2
+ ω3

∂Φi

∂z
+ Fi(Φ) + gi,

+ conditions initiale et au bord.



Analyse de la partie linéaire

• On note, pour ψ ∈ L2(Q),

Λψ = ∂ψ/∂t− ∂(ω1ψ)/∂x− ∂(ω2ψ)/∂y − ∂(ω3ψ)/∂z + ψ∇ · ω,

au sens des distributions (transport).

On a formellement :

Λψ = ∂ψ/∂t− ω1∂ψ/∂x− ω2∂ψ/∂y − ω3∂ψ/∂z.

• On note aussi, L = (Li)1≤i≤n avec, pour i = 1...n,

∀ψ ∈ L2(Q), Li(ψ) = Λψ−di
∂2ψ

∂z2

(transport+diffusion)



On montre le lemme suivant :

Lemme 1 Sous les hypothèses du théorème 1, on a :
pour toute gi ∈ L2(Q), il existe une unique solution au problème















φi, ∂φi/∂z, ∂
2φi/∂z

2,Λφi ∈ L2(Q)
Liφi = gi sur Q
φi ∈ L∞(Q), positive,
conditions au bord.

Remarque :

• existence classique mais pas la régularité
(a priori ∂2φi/∂z

2,Λφi ∈ H−1(Q)).

• ici, on utilise le changement de variables pour obtenir la régularité L2

“maximale” !



Troncature de la non-linéarité

ϕM fonction de troncature C∞.
On définit

∀φ ∈ R
n, fM (φ) = f(φ)ϕM (|φ|2) = (fM

i (φ))i.

Lemme 2 Sous les hypothèses du théorème 1, il existe une unique solution
au système







∀i = 1, ..., n, φi, ∂φi/∂z, ∂
2φi/∂z

2,Λφi ∈ L2(Q), φi ∈ L∞(Q), positive,
Lφ = fM (φ) + g sur Q
conditions initiales et au bord.

(2)



Estimations indépendantes de M

a) Dans L2

Lemme 3 Soit φ la solution du système tronqué (2) et Φ la solution du
système correspondant dans les nouvelles variables. Alors,

∀(ξ, η), pour tout intervalle (τ−, τ
+), ‖Φ‖L2((0,1)×(τ−,τ+)) ≤ C(τ+ − τ−)1/2.

et donc aussi
‖φ‖L2(Q) ≤ C,

où C désignent des constantes indépendantes de M .

Preuve par dualité. On utilise la régularité maximale de la solution du problème
linéaire !



b) Dans L∞

Lemme 4 Soit φ la solution du système tronqué (2) et Φ la solution du
système correspondant dans les nouvelles variables. Alors,

∀(ξ, η), pour tout intervalle (τ−, τ
+), ‖Φ‖L∞((0,1)×(τ−,τ+)) ≤ C.

et donc aussi
‖φ‖L∞(Q) ≤ C,

où C désignent des constantes indépendantes de M .

Preuve :

• estimation L2 et f quadratique ⇒ ‖f(φ)‖L1 ≤ C

• ‖f(φ)‖L1 ≤ C ⇒ ‖φ‖Lr ≤ C, r ∈ (1, 3) ⇒ ‖f(φ)‖Lr/2 ≤ C

• ‖f(φ)‖Lp ≤ C, p ∈ (1, 3/2) ⇒ ‖φ‖Lq ≤ C, q = 3p/(3 − 2p) ∈ (1,+∞)

• ‖f(φ)‖Lp ≤ C, p > 3/2 ⇒ ‖φ‖L∞ ≤ C.



Problèmes ouverts



• Relaxer l’hypothèse 4 !

Pour quels ω le lemme 1 est-il valable ?

(y compris dans le cas équi-diffusif !)

Réponse partielle : OK pour un problème “ultra-parabolique”

M. Bramanti, M. C. Cerruti, M. Manfredini, 1996

• dimension supérieure ? ou f non quadratique

• étude asymptotique

∂φi

∂t
= εdi∆φi + d

∂2φi

∂z2
+ ω1

∂φi

∂x
+ ω2

∂φi

∂y
+ ω3

∂φi

∂z
+ fi(φ) + gi


