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Introduction



Les couches de ’atmosphere

(d’apres Seinfeld, Pandis : Atmospheric Chemistry and Physics, 1995).
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FIGURE 1.1 Lavers of the atmosphere.



L’ozone atmosphérique

e 90% dans la stratosphere : “bon” ozone (absorbe UV)

e 10% dans la troposphere : “mauvais” ozone

L’ozone troposphérique provient a 92% de la pollution via des réactions pho-
tochimiques impliquant en particulier les oxydes d’azote, telles que

HOs + NO — HN + Os

Sa concentration augmente de 2% par an depuis 40 ans.
Il est responsable de problemes respiratoires, particulierement en période es-
tivale.



Modélisation mathématique du transport de polluants.

On se limite a la troposphere (0 < z < 15 km).

e transport par le vent (essentiellement horizontal)
vitesse du vent w(z,y, z,t) supposée connue
(en fait, seulement aux grandes échelles)

e diffusion turbulente (essentiellement verticale)
(correspond aux petites échelles de w)

e réaction (émission de polluants) dans les tres basses couches
(z < 100 m)



Modélisation de la chimie

Un modele tres simplifié pour la production d’ozone
(25 réactions, 20 especes chimiques)

NOy — NO + O3P

NO—I—OB —>N02

HOy + NO — NO, + OH
HCHO — 2HO, + CO
HCHO — CO

HCHO +OH — HO5+ CO
ALD — MEOy+ HO9 + CO
ALD + OH — (505

503+ NO — NOy + MEOs + CO9
(503 + NOy — PAN
PAN — (503 + NOo
MEOy+ NO — CH3z0 + NOs
CHs;O — HCHO + HO»

NOs +OH — HNOs
OSP—>03
03—>01D
03—>03P
Ol1D — 20H
O1D — O3P
SO2+OH — SO, + HOs
NOg — NO

NO3; — NOy + O3P
NOs + O3 — NOs
NOg—I—NOQ —>N205
N205 —>N03—|—N02



f1(9)

f2(9)
f3(9)
fa(9)
f5(9)
fe(9)
f7(9)
fs ()
fo(¢)
f10(9)
f11(¢)
f12(¢)
f13(¢)
f14(9)
f15(¢)
f16(®)
f17(9)
f1s(¢9)
f1o(®)
f20(9)

—k1¢1 + kaop19 + kasdoo + k11913 + kgd11¢2 + kapsd2
+kopops — kazp194 — k1ad1d6 + k12d1002 — k1oP11¢1 — k2ad19¢1,
k1¢1 + ka1¢10 — kodpr11¢2 — kspsda — kadpads — k12d10¢2
k1¢1 + kirda + k19pie + kaad19 — k1593

—k17¢4 + k1s¢3—ki6Pa — kad2¢a — k23194

2kapr + krdo + k13914 + ke PrPpe — k3dsP2 + kaoP17d6
2k18p16 — kspope — ke prds + k3pspa — kaopi17de — k1ad1 06
—kadp7 — ksd7r + k13p14 — ke pr s

kidpr + kspr + krdg + keprde

—k7p9 — kg po s

k7¢g + ko112 — ki12¢10¢2

k11013 — kod11¢2 + ksdpode — k1oP11¢1

kop11 2

—k11¢13 + k1091101

—k13¢14 + k1291002

k1416

—kio¢16 — k1816 + k1604

—k20®17%6

k209176

—k21¢19 — k2219 + kasd20 + k23p194 — kaad1o01
—ka5¢20 + k2401901.



Propriétés du terme de réaction :

®;, 1 =1,...,20 : concentration de l’espece 1.
e (Quasi-positivité :
Vi=1,-20, (g = 0= fi(6) > 0).
(pas de consommation de 1’espece i si elle est absente)

e Conservativité :

daq, - a0 > 0,3db1, - -bag € R tels que Z%‘fz‘(@ < sz’(bz’

e f au plus quadratique



Modélisation du transport

On note

—w(x,y,2,t) = (—w1, —wa, —w3)(x,y, 2,t) la vitesse du vent.

—w(x,y, z,t) : valeur moyenne sur un voisinage de (z,y, z), (connue).
—w'(x,y, 2,t) : fluctuation par rapport a la moyenne.

— /
Ww=w-+w.

Rem : L’approximation de Boussinesq

Pour de faibles variations de densité et de pression (couches de faible épaisseur),
on peut faire ’approximation :

V-w=0.
Validité de cette hypothese ici 777 (épaisseur ~ 10 -15 km !!)



Conservation de la masse :

TV (@ + )G+ ) = () + g

avec w’, ¢’ fluctuations autour des valeurs moyennes (turbulence).

e Postulat (Reynolds) :

w’¢; remplacé par dz,xvx@ -+ dz’yvy(ﬁz -+ dZ,ZVZ@

e hypothese simplificatrice : diffusion uniquement verticale

O(w39;) -

2 /. 5 A
?p; | 0(w1¢4) + fi(®) + g, (1)

pi O (w2h;)
L R M

d; : coefficient de diffusion turbulente




Conditions au bord

Apres adimensionnement :

o (z,y) € Q: domaine ouvert régulier de R?, (v1,1,) normale sortante,
e 2 € (0,1) : troposphere,
o L c(0,7).
On note Q = 2 x (0,1) x (0,7) et
0~ Q ={(x,y,2,t) € 02 x (0,1) x (0,T); wivy +wsve > 0}.

(vent rentrant)



Le modele complet :

Op; . 0°¢; Op; O0p; Op;
g = dig Twigy tergs Twsgs

Conditions initiales et au bord :

+fz(¢)+gza (w,y,z,t) EQ)

5 Oi = Qo (t=0),
a—[dz‘¢z‘] +w3zp; = 0 (z=1),
p 2z
—a[dzfﬁi] —w3P; + Wi = € (2 =0),
¢i — 9’& (xvyazat) S a_Q

ou on suppose connus :
o ¢; > 0, flux di aux émissions anthropogéniques et biogéniques,
o 1; > 0, coeflicient de déposition,
e 0, concentration au bord ou le vent est rentrant,

® ¢, donnée initiale.



Difficultés mathématiques

e Diffusion dégénérée (uniquement verticale)
e Transport dans toutes les directions

e Coefficients de diffusion différents pour chaque espece.



Existence de solutions



Le cas équi-diffusif (d, =--- =d,, = d)
Rappel : conservativité

n

Z a; fi(¢) < Z bi®;.
i—1

1=1

Supposons pour simplifier b; = 0,7 =1 a n.
En multipliant chaque équation par a; et en sommant, on obtient

Wy —dW.. —w-VW <) aigi,
avec W =) . a;o;.

Conditions au bord = ||W||p~ < C, ¢; > 0 = existence globale de solutions
fortes.



Variante : f “intermediately quasi-conservative”

Ji+ Jo+ fi3 + fi5 + J19 + J20

Jr+fs+ fo+ fio+ fi1+ fiz + fi3 + J1a
Ji7 + fis

Js+ fa+ Ji6

Js + J6

IA A CIA TN A

0

0

0

k101 + koo

2ky07 + k79 + k13P14 + 2k18016-

W.E. Fitzgibbon, M. Langlais, J.J. Morgan, A degenerate reaction-diffusion
system modeling atmospheric dispersion of pollutants, JMAA 2005



Le cas non équi-diffusif

Cas de la diffusion non dégénérée (d;A¢;) :

e |l existe des exemples de systemes 2 x 2 non équi-diffusifs avec explosion
en temps fini (M. Pierre, D. Schmitt, 2000).

e On peut obtenir des solutions fortes classiques (L) globales sous des
hypotheses supplémentaires sur f (R. H. Martin, M. Pierre, 1997).

— f a une “structure triangulaire”

— estimation L*° pour la premiere composante

e Si f quadratique, on peut montrer ’existence de solutions faibles L?
(M. Pierre 2003, L. Desvillettes, K. Fellner, M. Pierre, J. Vovelle 2007).



Cas non-équidiffusif avec diffusion dégénérée :
Théoreme 1 On fait les hypothéses :

1. w CY sur Q, f C! surR™, g;, doi, €;, 0; sont L™= et positives,
2. 3¢ € (L*° N H?)(Q) vérifiant les conditions au bord,

3. f quasi-positive, conservative, quadratique,

4. wi,ws2 indépendantes de z.

Alors il existe une unique solution ¢ telle que, pour tout 7,

¢; € L°(Q) N L*(Q), positive, avec

0¢i 0°¢

0z’ 022 = LA(Q).




Preuve du théoreme



Idées :

e Existence pour la partie linéaire ;
e On tronque la non-linéarité : fM(¢) — existence de solutions ¢p™™ € L ;
e Estimation dans L? indépendante de M pour ¢ :

— changement de variables — probleme parabolique non dégénéré 1D ;

— raisonnement par dualité ;
e Estimation L*° indépendante de M (bootstrapping, 1D) ;
e pour M assez grand, fM (M) = f(oM) ;

e Unicité : classique dans L°°.



Le changement de variables

On définit de nouvelles coordonnées (&, 7) par :

{ r = 5(577772775)
y=7(&n,2,1)

ou 3,7 sont les solutions du probleme de Cauchy

({;—f - _wl(ﬁ(gvnaZat)77(€7n7z’t)’z’t)

0

6_?; - _w2(6(€7777Zat)77(€7n7z7t)’z’t)
6(57777270) — f’

v(&,n,2,0) = 7



Le nouveau domaine a une section qui varie en fonction de z et ¢ :

D..={(&n) € R% (B(§,m, 2,1),7(&m, 2, 1)) € O,

Domaine complet :

D = {(5,77,2,75) S R2 X (O, 1) X (OvT)7St(€an) < DZ,t}



Le systéeme dans les nouvelles variables
On a :

0P, (¢ £ = Opi 09, 0¢;
ot > T o T e T Py

et, sous 'hypothese 4,

) (B n, z,t),v(&m, 2, 1), 2, 1).

0P, 0p;
Clemat) = SEHEEn0.AE 1), 70),
5.2 (&m,2,t) = &i (B(&,m,t),v(&,m,t), 2, t).
Le nouveau systeme s’écrit donc :
( 0P; 0% P, 0P,

d

Ot — i Ty, T E(@) + i

|+ conditions initiale et au bord.



Analyse de la partie linéaire

e On note, pour ¢ € L*(Q),

Ap =09 /0t — O(w1¢)/ 0z — O(way) /Oy — O(ws) [0z + PV - w,

au sens des distributions (transport).

On a formellement :
Ay =0 /0t — w10V /0x — wa0v /Oy — w30 /0z.
e On note aussi, L = (L;)1<i<n avec, pour i = 1...n,

2
v € L*(Q), Li(¥) = Aw—di%

(transport+diffusion)



On montre le lemme suivant :

Lemme 1 Sous les hypotheses du théoreme 1, on a :
pour toute g; € L*(Q), il existe une unique solution au probléme

( ¢i, quz/@z, 82@/82;2, A¢z c LQ(Q)
Lip; = gi sur Q
¢; € L>(Q), positive,
_conditions au bord.

2\

Remarque :

e existence classique mais pas la régularité

(a priori 0%¢;/02*, Ap; € H-HQ)).

e ici, on utilise le changement de variables pour obtenir la régularité L?

“maximale” !



Troncature de la non-linéarité
o™ fonction de troncature C*°.
On définit
Vo e R™, fM(¢) = f(9) o™ (167) = (fM(9))i-

Lemme 2 Sous les hypotheses du théoreme 1, il existe une unique solution
au systeme

Vi = 17 ceey T, ¢27a¢2/827 62¢1/6Z2,A¢2 S LQ(Q)a ¢Z S LOO(Q),pOSitiUG,
Lo = fY(¢) + g sur Q (2)

conditions initiales et au bord.



Estimations indépendantes de M

a) Dans L?

Lemme 3 Soit ¢ la solution du systéme tronqué (2) et ® la solution du
systeme correspondant dans les nouvelles variables. Alors,

Y(&,n), pour tout intervalle (T—,7%), |®||L2(0.1)x(r_+)) < C(T7 — )2,

et donc aussi
||¢HL2(Q) < Ca

ou C' désignent des constantes indépendantes de M.

Preuve par dualité. On utilise la régularité maximale de la solution du probleme
linéaire !



b) Dans L™

Lemme 4 Soit ¢ la solution du systéme tronqué (2) et ® la solution du
systeme correspondant dans les nouvelles variables. Alors,

V(&,m), pour tout intervalle (17—, 77), [Pl Lo (0,1)x (r_ 7)) < C.

et donc aussi
¢ ) < C,

ou C' désignent des constantes indépendantes de M.
Preuve :
e estimation L? et f quadratique = [|f(¢)]|;2 < C
o [[f(P)llr <C =@l <Core(1,3)=|f(@)|pre <C
o [[f(P)ller <C,pec(1,3/2) = [|6llLe <C,q=3p/(3—2p) e (1,+00)
o [£(@)llzr < Cip>3/2 = [|¢]lL= < C.




Problemes ouverts



e Relaxer I’hypothese 4 !
Pour quels w le lemme 1 est-il valable ?
(y compris dans le cas équi-diffusif !)

Réponse partielle : OK pour un probleme “ultra-parabolique”
M. Bramanti, M. C. Cerruti, M. Manfredini, 1996

e dimension supérieure 7 ou f non quadratique

e étude asymptotique

olok 0% ¢; olok olok olo)
ot 02 Wiy TW2g, TWsG)

+ fi(@) + g



