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Modélisation de I'effet de peau en électromagnétisme

@ Etude & o grand. Lépaisseur de peau § est petite: 9% = 2.

@ Systéme de Maxwell harmonique en temps a petit paramétre §

(Ps) rot Es — ikiigHs =0  dans (2 (loi de Faraday)
%7\ rotHs+ ike(0)Es =j dans (loi dAmpere)

e(6) = (1o, + (1 + =)10.)

Hypothése: Supp(j) C Qs etdivj=0

Es Xxn=0 et Hy-n=0 sur OS2
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Modélisation de I'effet de peau en électromagnétisme

@ Etude & o grand. Lépaisseur de peau § est petite: 9% = 2.

@ Systéme de Maxwell harmonique en temps a petit paramétre §

(Ps) rot Es — ikiigHs =0  dans (2 (loi de Faraday)
%7\ rotHs+ ike(0)Es =j dans (loi dAmpere)

1 i
(1o, + (1 + 5)a.)

)= —
)= 52

Hypothése: Supp(j) C Qs etdivj=0
Es Xxn=0 et Hy-n=0 sur OS2

@ Objectifs: Es et Hs lorsque & — 0.
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Motivations, littérature

@ Motivations: obtenir des estimations optimales pour construire des
bonnes méthodes de résolution numérique (éléments finis).
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Formulation en champ électrique

[E]ls = E® —E“lesautde Esur X.
Proposition

Soitj € L3(Q2) tel que div j = 0, E5 etHs € L?(2) solutions de (Ps). Alors

rot rot Ef — K°E§ = ik lo] dans L%(Q)
rotrot B — k2(1+ %)EX =0  dans L?(Qa)
[E5 X n]z =0

[rotEs X n]y =0

Ef-n=(1+£)EX n sur X

Ef Xxn=0 sur OS2

De plus, div e(0)Es = 0 dans Q.
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Notations

L's = rot rot —x2Id

L = rot rot —x%(1 + #)/d
F = ikpio]
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Formulation en champ électrique

Notations
L = rot rot —k2Id
L = rot rot —k?(1 4 5 )id

F = ik o]

Ainsi, o
L°(ES) =F
EfXn=Exn X
Ef xn=0 0Q

et

{ LYEL) =0 Qg

rot EY X n =rotE§ xn X

8/26



@ Paramétrisation normale
VY x(0,1) > (P,ys) = P+ ysn(P) € R®
O = V(X x (0,m)): voisinage tubulaire de ¥
Y, = W(X, h), pour h = y; fixé.
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Coordonnées normales

@ Paramétrisation normale
V¥ x(0,7) 3 (P,ys) — P+ ysn(P) € R
O = V(X x (0,n)): voisinage tubulaire de X
Y, = V(X, h), pour h = y; fixé.
@ Systeme de coordonnées normales
(va), « € {1,2}: coordonnées locales sur &
y = (yi),i € {1,2,3}: coordonnées normales sur O.
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Y, = V(X h), pour h = s fixé.
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@ Réduction normale
(Xa, n): vecteurs coordonnés associés et (dy’) sa base duale
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Coordonnées normales

@ Paramétrisation normale
V:Y x(0,n)>(P,ys) = P+ ysn(P) € R®
O = V(X x (0,n)): voisinage tubulaire de X
Y, = W(X, h), pour h = y; fixé.
@ Systeme de coordonnées normales
(va), « € {1,2}: coordonnées locales sur &
y = (yi),i € {1,2,3}: coordonnées normales sur O.
@ Réduction normale
(X, n): vecteurs coordonnés associés et (dy') sa base duale

Proposition
SoitE = E;dy’ € ['(T;0) un champ de 1-forme, alors E = (E,dy®, E).
E, dy® est un champ de vecteur covariant et E; une fonction, dépendant de h.
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@ Tenseur métrique sur X: an3 =< Xu, Xg >Re
Dérivée covariante: D, = Oy + termes d’ordre 0
Tenseur de courbure: byg

10/26



Introduction Développement asymptotique 3D Estimation a priori
(el O00®000000000 000000

Tenseur et Dérivée covariante

@ Tenseur métrique sur X: a3 =< Xo, Xg >Rs
Dérivée covariante: D, = O, + termes d’ordre 0
Tenseur de courbure: byg

@ Tenseur métrique sur O: g,-j(h) =< Xj, X; >grs. Onnote g = det(g,-,-)

Tenseur d’orientation:
= si (i,j, k) estcirculaire directe

) '
ﬁe’”‘ = —ﬁ si (i,j,k) estcirculaire indirecte
0 sinon
Dérivées covariantes: Dg sur X, et VsurO.
Tenseur métrique et dérivée covariante commutent.

Notation: V' = ¢V,
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SoitE = Eidy’ € T(T,0). Alors,

divE = V'E;
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SoitE = Eidy’ € T(T,0). Alors,

dive = V'E;

1
Yas(M)(E) = 5(DhEs + DhEa) — bas(h)E:
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La divergence en paramétrisation normale

Définition (Divergence)
SoitE = E;dy’ € [(T;0). Alors,

divE = V'E;

Définition (Tenseur de changement de mérique sur ;)

1
Yap(h)(E) = Z(D&Es + D5Ea) — bagp(h)Es

Proposition

Vh S (07 77)7 diV(y, ng 8S)E = ’yg(h)(E) + 83E3
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SoitE = Eidy’ € T(T,0). Alors,

T ik
(rot E)f = —€*VE
V3
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Le rotationnel en paramétrisation normale

Définition (Rotationnel)
SoitE = E;dy’ € [(T;0). Alors,

1
(rot E)* = ﬁe”kv,'l:',-

Proposition (Rotationnel en paramétrisation normale)

(I‘Ot E)a = ﬁeSﬁa(asEﬁ = 86E3)
(rotE)® = ﬁemﬁDgEg
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Le rotationnel en paramétrisation normale

Définition (Rotationnel)
SoitE = E;dy’ € [(T;0). Alors,

1
(rot E) = — €™V,
N{

Proposition (Rotationnel en paramétrisation normale)
(rotE)* = ﬁéfﬁa(asgg — OgEs)
(rotE)® = ﬁewﬁDgEﬁ

Proposition

(rot E X n)y = V3E, — Vo Es
(rotrot E); = V,V/'E; — VIV E;
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(rotE X n)y = O3E, — OnEs sur X
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(rotE X n)y = O3E, — OnEs sur X

L i
L(ya, h, D", 35)E := rot rot E — k(1 + ﬁ)ECd

ECd(youaona:B)E = (I'Ot ECd X n)adya
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Lopérateur en paramétrisation normale

Proposition (Paramétrisation normale)

(rotE X n)y = O3E, — OnEs sur X

Définition

ECd(yOl’ h, Dg,aa)E = I‘ot I-O.t ECd . K'/2(1 _|_ é)ECd

B (Yar, Oy O )E 1= (rot E< x n),ay®

@ Récapitulation:
ECd(}’aa h, D}, 93)Es = 0 dans O
ém()’aa Oas 83)E§ = rot Eig X n sur

Equations posées sur 2, en terme de D" 05 et d'opérateurs sur 2,
dépendant de a,3(h) et bas(h).
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e Tenseurs fondamentaux en h: ang(h) = ang — 2hbag + h cag et
bag(h) = bag — hcap
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Développement des équations

e Tenseurs fondamentaux en : ang(h) = an3 — 2hbag + hcap et

bag(h) = bap — hcap
@ Dérivées covariantes

DnEp(h) = DaEg(h) — hEy(h)Dab)y + O(H%)
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Développement des équations

e Tenseurs fondamentaux en : ang(h) = an3 — 2hbag + hcap et
bag(h) = bap — hcap
@ Dérivées covariantes
DnEp(h) = DaEg(h) — hEy(h)Dab)y + O(H%)
@ Scaling: Y3 = £. On définit Q5 := ¥ x (0, ) et les opérateurs
L(4), B(6):
L) (Yo, Ya; Dy ) i= L™ (Yo, 6 Ya; D, 6 '8y,) dans Qs
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Développement des équations

e Tenseurs fondamentaux en : ang(h) = an3 — 2hbag + hcap et

bag(h) = bap — hcap
@ Dérivées covariantes

DnEp(h) = DaEg(h) — hEy(h)Dab)y + O(H%)

@ Scaling: Y3 = £. On définit Q5 := ¥ x (0, ) et les opérateurs
L(4), B(6):

L) (Yo, Ya; Dy ) i= L™ (Yo, 6 Ya; D, 6 '8y,) dans Qs
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@ Développement de L%(§)

L) =62 om
n=0
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Développement des équations

e Tenseurs fondamentaux en : ang(h) = an3 — 2hbag + hcap et
bag(h) = bap — hcap
@ Dérivées covariantes
DnEp(h) = DaEg(h) — hEy(h)Dab)y + O(H%)
@ Scaling: Y3 = £. On définit Q5 := ¥ x (0, ) et les opérateurs
L(4), B(6):
L) (Yo, Ya; Dy ) i= L™ (Yo, 6 Ya; D, 6 '8y,) dans Qs
BCd((S)(}/oz; aom aY3) = ECd(Ya; 804; 6_18Y3) sur X

@ Développement de L%(§)
(0.)
L) =62 om
n=0

92 .2 —1 _
o L°E = ( Do — if Ea) et BY(0)E = (5 Ov:Ea 8aE3>

—iK?E; 0
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Développement asymptotique
Ansatz
(o)
ES(x) ~ > E() 0 Qe
j=0
. i Y3
EF(x) ~ Y E’(x0)d Qu , E(x:0) :Wfd(ya,g) Qs
j=0

Notation: W = (W, w) ot W = W, dy®
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Développement asymptotique
Ansatz

(o)

ES(x) ~ D Ef(x)d Qs
j=0
> i Y3

EF(x) ~ Y E’(x0)d Qu , E(x:0) :Wfd(ya,g) Qs
j=0

Notation: W = (W, w) ot W = W, dy®

—8$3W0(., Y3) — iKZWO(., Y3) =0 pour Y;€E R+
8YSW0(.,O) =0

—ik?wo(.,Ys) =0 pour Yz € R,

Proposition (Terme d’ordre 0 dans 2 y)

W(., ¥5) =0 pour Y; € Ry
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Développement asymptotique

Hypothese (Hypothése spectrale (HS))

K2 n'est pas valeur propre du probleme

rot rot E® — K?E = 0 dans Qi
ESxn=0 e divES=0 sur O

Terme d’ordre 0 dans 2;: Le probléme suivant est unisolvable
rot rot E§ — Kk?E§ = dans (2

EsXxn=0 et divEs =0 sur 0%
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Développement asymptotique

Hypothese (Hypothése spectrale (HS))

K2 n'est pas valeur propre du probleme

rot rot E® — K?E = 0 dans Qi
ESxn=0 et divE® =0 sur 00

Terme d’ordre 0 dans 2;: Le probléme suivant est unisolvable
rot rot E§ — Kk?E§ = dans Qi
{ EsXxn=0 et divEs =0 sur 0%
Terme d'ordre 1 dans .4:
B Wi(., Ya) +iPWi(., ¥3) =0 pour Yz € Ry
{ Ay, W1(.,0) = (rot E§ x n)(.,0)
et

—ik?wi(.,Ys) =0 pour Yz € R,
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Soit A = \/—ik tel que R(\) > 0.

WS(., ¥3) = —X exp(—AYs) (rot Eg X n)z pour Y; € Ry

17/26



Introduction Développement asymptotique 3D Estimation a priori
(el 000000000000 000000

Développement asymptotique

Termes d’ordre supérieur
Soit A = /—ir tel que R(A) > 0.
Proposition (Terme d’ordre 1 dans ) )

WE(., ¥3) = —% exp(—AY;) (rot E§ X n)jx pour Ys € Ry

Terme d’ordre 1 dans ();: Le probléme suivant est unisolvable
L*E¥ =0 dans
ES xn=W?"xn sur X

ESxn=0 et divES=0 sur 0Q
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Développement asymptotique

Termes d’ordre supérieur
Soit A = \/—ik tel que R(A) > 0.
Proposition (Terme d’ordre 1 dans ) )

WE(., ¥3) = —% exp(—AY;) (rot E§ X n);z  pour Y3 € Ry

Terme d’ordre 1 dans ();: Le probléme suivant est unisolvable
LSES =0 dans
ES xn=W?"xn sur X

ESXn=0 et divES=0 sur 0Q
Proposition (Terme d’ordre 2 dans ) ;)
Wa(ys, Ya) = exp(=AYa) [&° () + Yaa' (v5)]

ah(vs) = X[bg(rot E§ x n)s — 1bZ(rot E5 % n)o](ys,0)
a,(ys) = xlah(y3) — (rot EF x n)a(ys,0)] -
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Développement asymptotique

Reconstruction du champ magnétique

H = — rot E, une fois contravariant.
Ko

Notations: H*® = +hn ot H = H*X,. Hf =n x (H® X n).
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Développement asymptotique

Reconstruction du champ magnétique

H= ”w rot E , une fois contravariant.
Notations: H* = H +hn ot H = H*X,. Hf =n x (H® x

Proposition (termes d’ordre 0 et 1 dans ().)

{ Hol.. ¥5) = oxp(—~AYs) Hio,0)

ho(., ¥Y3) =0

h1(y%h y%) =0

ou = 3BT HE | — n X (B3(HS X n)o |5 dy”)

{ Hi(ys, Ys) = exp(—AY3) [ HT1(}’B’ 0) + Y3 Ai(yp)]

Estimation a priori
000000

n).

18/26



Introduction Développement asymptotique 3D
(e]e] 0000000000080

Développement asymptotique

Reconstruction du champ magnétique

H= ”w rot E , une fois contravariant.
Notations: H* = H +hn ot H = H*X,. Hf =n x (H® x

Proposition (termes d’ordre 0 et 1 dans ().)
Ho(., Y3) = exp(—AYs) HEo(.,0)
{ ho(., ¥Y3) =0
Hi(ys, Ya) = exp(—=AYs) [ H 1 (v8,0) + Ya Ai(yp)]
hi(yg, Ys) =0

ou = 3BT HE | — n X (B3(HS X n)o |5 dy”)

Estimation a priori
000000

n).

Remarque
Vérification des calculs par un développement asymptotique en H.
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Z E(x) 0/ dans (2

-1 %
Wfd( 7% 33) o dans Qs
=0

i
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Développement asymptotique
Restes d’ordre m € N

m

Z ES(x) 0/ dans
G- "

Z Wfd(ya,§)5’ dans Qs

j=0

Ry (x) = Es — XEf (x)
ol x est une fonction de troncature dans £2.
Proposition

L(0)(RY) = F dans (g

B(6)(RY) = 0"OaWmt1dy® + 10t RY X n  sur ¥

avec Fly = O(0™ ") dans Q5. De plus, div(0)RY = O(6™ ") dans Q5.
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Enoncé du résultat

Xn(9) = {E € H(rot, Q)| &(6)E € H(div,Q2), Exn=0 sur 00}

as(E,Ey) = /(rot E-rot E, +sdive(5)Edive(d)E. —r°e(6)E-E,)dx
Q
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Enoncé du résultat

Xn(9) = {E € H(rot, Q)| &(6)E € H(div,Q2), Exn=0 sur 00}

as(E,Ey) = /(rot E-rot E, +sdive(5)Edive(d)E. —r°e(6)E-E,)dx
Q

(PV)°: soit F° € H(div, Q), s > 0.Trouver E? € Xy(d) t. q. VE, € Xn(6)

a5(E°E,) = /(F‘S ‘B — % div F° div e(0)E, )dx
Q
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Enoncé du résultat
Xn(9) = {E € H(rot, Q)| &(6)E € H(div,Q2), Exn=0 sur 00}

as(E,Ey) = /(rot E-rot E, +sdive(5)Edive(d)E. —r°e(6)E-E,)dx
Q
(PV)°: soit F° € H(div, Q), s > 0.Trouver E? € Xy(d) t. q. VE, € Xn(6)
a5(E°E,) = /(F‘S ‘B — % div F° div e(0)E, )dx
Q

Théoréme

Sous I'hypothése spectrale (HS), il existe 0, > 0 assez petit tel que pour tout
§ € (0,6), (PV)? admet une unique solution E® € Xy(9). De plus, il existe
C > 0 indépendante de ) tel que

I x0t E 0,0+ || div £(8)E’[lo,0+[|E’

’
0,Q+5 1E[lo,0. < C\|F5\|H(div,9)
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Plan démonstration

@ Soit E’ la solution de (PV)°. Alors, div e(5)E® = —-; div F° dans
L2(2). (On prend des gradients de fonctions H (£2) comme fonction test
dans (PV)? et on utilise un argument de densité).

22/26



Introduction Développement asymptotique 3D Estimation a priori
oo 0000000000000 0®0000

Plan démonstration
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Plan démonstration

@ Soit E’ la solution de (PV)°. Alors, div e(5)E® = —-; div F° dans
L2(2). (On prend des gradients de fonctions H (£2) comme fonction test
dans (PV)? et on utilise un argument de densité).

2] 4]

@ On en déduit I'estimation a priori car:

5 5 s § b
| rot E°3 o — K2[|E°15 0 — ﬁllE 150, = (F°,E%)
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Démonstration du point 2 par I'absurde

Par I'absurde, on suppose qu’il existe une suite ((5,7) — 0, il existe

. E
(Eé")n € Xn(6,) et (F5")n € H(div, Q) tel que { lF‘S" ”‘ O’g :>1+oo
0,0 =
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Démonstration du point 2 par I'absurde

Par I'absurde, on suppose qu’il existe une suite ((5,7) — 0, il existe

: E%
(E%), € Xn(5,) et (F),, € H(div, Q) tel que { lF‘Sn ”‘ 0,;2 j1+oo
0,Q =

- ~4, 1 1
Notation: U™ = 7———u""
[E%[lo.0

rot E°"),, est bornée dans L
o g 2(Q
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Démonstration du point 2 par I'absurde

Par I'absurde, on suppose qu’il existe une suite ((5,7) — 0, il existe

n
(E>), € Xn(6,) et (F), € H(div, Q) tel que { [E™[lo,0 — +00

IF" o, = 1

- ~4, 1 1
Notation: U™ = 7———u""
[E%[lo.0

Q (rot INE(s"),, est bornée dans L?(2)
2] dn
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Démonstration du point 2 par I'absurde

Par I'absurde, on suppose qu’il existe une suite ((5n) — 0, il existe

n
(E>), € Xn(6,) et (F), € H(div, Q) tel que { [E™[lo,0 — +00

IF" o, = 1

- ~4, 1 1
Notation: U™ = 7———u""
[E%[lo.0

Q (rot INE(S"),, est bornée dans L?(2)
Q

(=%
3

s . . r20p .
© Argument de compacité: on peut extraire une sous-suite (E™"), et il

B B dans H'(Q)

existe E € L2(Q) tel que { . -
(@)telq {Eé"—>E dans L%(Q)

On montre que E = 0, absurde car ||I~55”||07Q =1.
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Démonstration du point 2
o Soit E? € Xn(6). Alors, il existe un unique couple

(w?, %) € HI(R) x HI(Q) tel que E? = w® + V¢ et divw® = 0.
Et, il existe C > 0 indépendante de ¢ tel que [|w°[|; o < C||Tot E?||o 0
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Démonstration du point 2

o Soit E? € Xn(6). Alors, il existe un unique couple
(w?, %) € HI(R) x HI(Q) tel que E? = w® + V¢ et divw® = 0.
Et, il existe C > 0 indépendante de ¢ tel que [[w°||; o < C||Tot E?||o 0
o 0 vérifie Vi) € HI(R),

/95(5) V- Vipdx = I;/QdivF‘swdx—l—[s(d)]z/zwé-nz Y ds
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Démonstration du point 2

o Soit E? € Xn(6). Alors, il existe un unique couple
(w?, %) € HI(R) x HI(Q) tel que E? = w® + V¢ et divw® = 0.
Et, il existe C > 0 indépendante de ¢ tel que [[w°||; o < C||Tot E?||o 0
o 0 vérifie Vi) € HI(R),

/Qs(é) V- Vipdx = I;/QdivF‘swdx—i—[s((S)]z/zwé-nz Y ds

Théoréme

Il existe 6o > 0 et C > 0 indépendante de ¢ tel que pour tout § € (0, ),
@ € PH(Q) et vérifie I'estimation suivante:

6%, + 1%l < S div Fllo + W'l 0).
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Démonstration du point 2

o Soit E? € Xn(6). Alors, il existe un unique couple
(w?, %) € HI(R) x HI(Q) tel que E? = w® + V¢ et divw® = 0.
Et il existe C > 0 indépendante de J tel que ||w®||s o < C|| rot E®[|o.0
o 0 vérifie Vi) € HI(R),

/Qs(é) V- Vipdx = I;/QdivF‘swdx—i—[s((S)]z/zwé-nz Y ds

Théoréme

Il existe 6o > 0 et C > 0 indépendante de ¢ tel que pour tout § € (0, ),
@ € PH(Q) et vérifie I'estimation suivante:

16" l2.0. + 1% l200 < € °ll2)-

° Application' pour n assez grand,

c(ll divE” lo.0 + || ot E[[o.0)-
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Développement asymptotique en série de Neumann

—A@is — fis

wls : QOCd | 4
Onp® = (14 7)00¢™ + 529
(tDiS — 0

dans €
dans €4
sur X
sur X
sur 0.

Estimation a priori
[ele]ele] le}
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Développement asymptotique en série de Neumann

—Aps = £ dans Qi
—(14 %)Ap™ = 1™ dans (g
P = ™ sur X
Ongois = (14 £)0h¢™ + g sur X
P =0 sur 0L

Ansatz:

%) o0
o = Z O 6% dans Qe = Z 029677 dans Qg
n=0 n=0
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Développement asymptotique en série de Neumann

—Aps = £ dans Qi
—(14 %)Ap™ = 1™ dans (g
P = ™ sur X
Ongois = (14 £)0h¢™ + g sur X
P =0 sur 0L

Ansatz:
%) oo
o = Z O 6% dans Qe = Z 029677 dans Qg
n=0 n=0

Problémes élémentaires: si k € N\ {0,1}

—Apf® =0 A dans
O = i(Onpily — Onp—y) sur T
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Développement asymptotique en série de Neumann

—Aps = £ dans Qi
—(14 %)Ap™ = 1™ dans (g
P = ™ sur X
Ongois = (14 £)0h¢™ + g sur X
P =0 sur 0L

Ansatz:
%) oo
o = Z O 6% dans Qe = Z 029677 dans Qg
n=0 n=0

Problémes élémentaires: si k € N\ {0,1}

—Apf® =0 A dans
O = i(Onpily — Onp—y) sur T

—Apf =0 dans
G e
Y =0 sur OQ. 25126
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Développement asymptotique 3D
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Introduction
oo

Applications et perspectives

Applications:

@ Estimations des restes

Théoréme

: 1 _
Ivot Ry llo, + [ div e(0)Rp llo.0 + IRallo + gHanHo,ﬂcd < com

@ Décroissance exponentielle de la solution dans €24
Perspectives:
@ Développement asymptotique lorsque 2 a des singularités.

@ Conditions de transmission approchées pour les équations de Maxwell
dans une couche mince (membrane cellulaire): travail avec Clair

Poignard.
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