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Le cas auto-adjoint

On considere un opérateur linéaire fermé A € L(D(A),H) sur un
espace de Hilbert H. Si cet opérateur est auto-adjoint, on dispose
d'une théorie spectrale tres efficace. En particulier le spectre o(A)
est réel, et on a

[r(A)|| = sup ) r(z)l,

zco(A

pour toute fraction rationnelle r bornée sur o(A).



Le cas auto-adjoint

On considére un opérateur linéaire fermé A € L(D(A),H) sur un
espace de Hilbert H. Si cet opérateur est auto-adjoint, on dispose
d'une théorie spectrale tres efficace. En particulier le spectre o(A)
est réel, et on a

lr(A)|| = sup ) ()],

xco(A

pour toute fraction rationnelle r bornée sur o(A).

Cette relation permet, par un argument de densité, de définir
f(A) € L(H), pour toute fonction f continue et bornée sur o(A),
et la relation précédente, avec f au lieu de r, reste valide.



Le cas auto-adjoint

On considere un opérateur linéaire fermé A € L(D(A), H) sur un
espace de Hilbert H. Si cet opérateur est auto-adjoint, on dispose
d'une théorie spectrale tres efficace. En particulier le spectre o(A)
est réel, et on a

1fF (A = Sup)lf(w)l,

z€o(A

pour toute fonction continue et bornée sur o(A).

De plus I'application f— f(A), est un homomorphisme de I'algebre
Cp(c(A)) dans I'algebre L(H).



Ensembles spectraux, J. von Neumann, 1951

Un ensemble X C C, vérifiant oc(A) C X, est dit spectral pour
l'opérateur A si I'on a

|r(A)|| < sup |r(z)]
zeX

pour toute fraction rationnelle bornée sur X.



Ensembles spectraux

Un ensemble X C C, vérifiant o0(A) C X, est dit spectral pour
I'opérateur A si I'on a

|r(A)|| < sup |r(z)]
zeX

pour toute fraction rationnelle bornée sur X.

Remarque. Si A est un opérateur normal, alors son spectre o(A)
est spectral pour A.



Ensembles spectraux

Un ensemble X C C, vérifiant ¢(A) C X, est dit spectral pour
I'opérateur A si I'on a

[r(A)|| < sup |r(2)]
zeX

pour toute fraction rationnelle bornée sur X.

Résultats de von Neumann .

Le disque {|z—w|<r} est spectral pour A ssi |[|[A—w]| < 7.

Le disque {|z—w|>r} est spectral pour A ssi |[(A—w)~ 1| <r~1

Le demi-plan {Im(e~*(2—s)) < 0} est spectral pour A ssi,
Im(e " ((A—s)v,v)) <0, pour tout v e D(A).



Ensembles K-spectraux

Un ensemble X C C, vérifiant o(A) C X, est dit spectral pour
I'opérateur A si I'on a

[r(A)[| < sup |r(2)]
zeX

pour toute fraction rationnelle bornée sur X.

Il est dit K-spectral pour A si I'on a

[r(A)|| < K sup [r(2)]).
zeX



Ensembles K-spectraux

Un ensemble X C C, vérifiant ¢(A) C X, est dit K-spectral pour
I'opérateur A si I'on a

lr(A)] < K sup r(2)]

pour toute fraction rationnelle bornée sur X.

Formule de Cauchy. On suppose que le domaine 2 contient o(A)
(+ des hypotheses appropriées). Alors

r(A) = r(o)(oc—A) Yo,

27T’L 89
Cela montre que 2 est K-spectral pour A avec

K= | lo- A)~ | |da.



Le calcul fonctionnel basé sur la formule de Cauchy, est appelé le
calcul fonctionel de Dunford-Riesz. D’'autres représentations inté-
grales peuvent étre utilisées. Par exemple en utilisant la transformée
de Laplace (calcul de Hille-Phillips), ou via la transformée de Mellin,
le noyau de Poisson, le potentiel de double couche, la transformée
de Bergman, ...

Dans chacun des cas, il faut majorer des intégrales portant sur des
opérateurs. Les deux lemmes suivants se sont avérés tres utiles.



Lemme 1. Sous les hypothéses
dm(t) est une mesure, a valeurs complexes, bornée sur E,
M@t) e L(H), M((@t)=M*"(t) >0, dans E,
r est une fraction rationnelle bornée par 1 sur FE.

Alors

|| /Er(t)M(t) dm(t)H < H /E M(t) |dm(t)|H.



Lemme 1. Sous les hypothéses
dm(t) est une mesure, a valeurs complexes, bornée sur E,
M(t) e L(H), M(t)=M*(t)>0, dans E,
r est une fraction rationnelle bornée par 1 sur FE.

Alors

H/Er(t)M(t) dm(t)H < H /EM(t) |dm(t)|H.
Clef de la preuve. On a

(M (t)u,v)| < (M(T)u, U>1/2<M(t)v, v)1/2



Lemme 2. Sous les hypothéses
dm(t) est une mesure, a valeurs complexes, bornée sur E,
M(t),N(t) e L(H), N(t)=N*(t), dansE, «o>0
Re M(t) = 3(M(t) + M(t)*) > N(t) > «, dans E,
r est une fraction rationnelle bornée par 1 sur FE.

Alors, on a

| [ @) tam)| <| [ (v Ham@)|.



Lemme 2. Sous les hypothéses
dm(t) est une mesure, a valeurs complexes, bornée sur E,
M@),N(t) e L(H), N((t)=N*(t), dans E, a>0
ReM(t) = 4(M(t) + M(t)*) > N(t) > «, dans E,

r est une fraction rationnelle bornée par 1 sur FE.
Alors on a

| [ @) tam)| <| [ (v Ham@)|.

Clef de la preuve.
(M ()" T, v)| < (N ()" u, u)Y2(N () Lo, )1/,



Application : Ces lemmes ont permis de montrer le résultat suivant,
obtenu avec C. Badea et B. Beckermann

Théoreme. Si Dy, D»>,..., Dy sont n disques de la sphere de Rie-
mann, et si chacun d’eux est un ensemble spectral pour un opérateur
commun A, alors leur intersection X = D1NDyN---N Dy est un
ensemble K-spectral pour A4, avec K <n+n(n—1)//3.



Théoreme. Si Dy, Doy,..., Dp sont n disques de la sphéere de Rie-
mann, et si chacun d’eux est un ensemble spectral pour un opérateur
commun A, alors leur intersection X = D1ND>N---N Dy est un
ensemble K-spectral pour A, avec K <n + n(n—l)/\/§.

Notons Wi, T le centre et le rayon de Dj, et soit s |I'abscisse curvi-
ligne sur 9D;. On pose, pour j=1,n,

1
T

R =/ r A, D;)ds,
7 9D;NX (0'>U(0' ])

(o, A, Dj)ds = ((J—A)_lda —(6—A%"ld5 — (J—wj)_lda),

S; = /8Dijr(J) (50— A)"Ydo — u(o, A, D))ds)).



Théoreme. Si Dy, Doy,..., Dp sont n disques de la sphéere de Rie-
mann, et si chacun d’eux est un ensemble spectral pour un opérateur
commun A, alors leur intersection X = D1ND>yN---N Dy est un
ensemble K-spectral pour A, avec K <n+n(n—1)//3.

Notons Wi, T le centre et le rayon de Dj, et soit s |I'abscisse curvi-
ligne sur 9D;. On pose, pour j=1,n,

1
271

R :/ A, D.)ds,
7 BDjﬂXT(O->M(O- ]) S

(o, A, Dj)ds = ((U—A)_lda —(—-A%"ld5 — (a—wj)_lda),

L U .
S = /a DjﬂXr(a) (50— A)"Ydo — u(o, A, D))ds)).
on déduit de la formule de Cauchy

T(A):R1+"'+Rn+sl+"'+sn-



Majoration de R;.
Regardons par exemple le cas D; = {z; |z—wj| > rj}. Sur dD;, on
écrit o = w; + rje~ . Alors

— 21r'(0_A)_1((A_wj)(A*_Qj) B rf) (G—A*)"1 >0,

T
J
En effet D; spectral pour A équivaut a (A—w;)(A*—w;) — 7“]2 > 0.



Majoration de R7
Regardons par exemple le cas D; = {2z, |z2—~wj| > r;}. Sur dD;, on
écrit o = w; +rje=. Alors

1d0' 1d5‘ 1d_0')

M(UaAij):%((J_ ) - (@-A0)" ds ds

(J—AYJQA_qﬁ@ﬁ ﬂ—w“ﬂa A%~ >0,

— (o0— w])

27‘(‘7“]'

En effet D; spectral pour A équivaut a (A—w;)(A"—w;) — 7“]2 > 0.
On peut utiliser le lemme 1, qui nhous donne

R; ='/ﬁ A, D)d
B = [, 7@ o 4.D)as

< / A, DJ)d
<[ [ e 4 D20

=14+1-1|| =1.

< /‘ A, D5)d
=l Jap, p(o ]) S




Il reste 3 montrer que ||S; + -+ Su|| < n(n—1)/V3,

avec

S = /aDij r(o) (- A")"1dz + (0 —w)) " do).



Il reste a montrer que [|S1 4+ -+ Su|| < n(n—1)//3,

avecC

S; = /aDij r(o) ((3-A")"1d5 + (0 —w)) ldo).

On regarde tout d'abord le cas de I'anneau

n=2, Dy={2€C;lz|<p}, Da={2€C;lz[>1/p}, p>1,
X=D1NDy={z;p 1 <|z| < p}.



Il reste a montrer que [|S1 4+ -+ Su|| < n(n—1)//3,

avec

S = /8Dij r(o) ((5—A")"1d5 + (o—w)) " ldo).

On regarde tout d'abord le cas de |'anneau
n=2, Dy={2€C;lz|<p}, Da={2€C;lz[>1/p}, p>1,
X=D1NDy={z;p ! <|z| < p}.

Nous devons montrer que [|S1+ 55| < 2/4/3, sous les hypothéses
JA < p et JATH] < p.



Majoration de Sq + So.
— 1 — —1 ;= —1
On a S, = /(‘9D1 T(a)ﬁ<(a—A*) do + o da).

On note que & = p2/o, donc do = —p?/o2do, on en déduit

S e / 9 Y
1 oD r(oc)v(o,A,Dq1)do
avec

v(o, A, D1) = 5= A*(c A* — p?) L.



Majoration de Sq + So.
_ 1 (/= 1=, 1
On a S, = /(‘9D1 r(a)%«a—A*) do + o dO‘).

On note que & = p2/o, donc do = —p?/o?do, on en déduit

Sy = / A, Dy)d
1 oD, r(o)v(o 1) do
avec
v(o, A, D1) = 5 A* (0 A* — p?) L.

Notons que v(o, A, D1) est analytique en o dans D1



Majoration de Sq + So.

— 1 — *\—1 5= —1
On a S, = /8D1 r(0)2—m<(a—A ) *do + o da).

On note que & = p?/o, donc do = —p?/o?do, on en déduit

S=/ r(o)v(o, A, Dq)do
1= fop, (o) v( 1)
avec
v(o, A, D1) = 5= A*(c A* — p?) L.
Notons que v(o, A, D1) est analytique en o dans Dy . On en déduit
$1= [ _ r(0)v(o,A, D) do,
lo|=1

en prenant sur le cercle unité la méme orientation que pour 0D1.



Majoration de Sq + So.

En posant
v(o, A, Dq) T (o P,
on a obtenu
Sy =/ r(o) v(o, A, D1) do.
lo|=1
De méme, en posant
v(o, A, Dp) = 5= A*(gA* — p~ %)~ 1,

on obtient, compte tenu de |'orientation contraire de 9D>

So = — ol 1r(0) v(o, A, D>) do.
ol=



Majoration de Sq1 + So.

Nous avons donc

S1482= 5 [ @A (P=0A) T = (2o a) D do
ol=
2_ =2 2 ,
_ P /Wr(eZQ)M(O,A*)_ldH,
27 0
en posant

M(@,A*) — p2 ‘|‘P_2 . e’LQA* L 8_7:914_*.



Majoration de Sq + So.

On utilise la forme polaire A* = UG, avec U unitaire et G, au-
toadjoint défini positif. Les hypotheses ||A| < p et [|[A71|| < p se
traduisent en p~1 < G < p. Donc

2<G+G T <p+pt=02r,
en posant T = (p4p~1)/2.



Majoration de Sq + So.

On utilise la forme polaire A* = UG, avec U unitaire et G, au-
toadjoint défini positif. Les hypotheses ||A| < p et [|[A71|| < p se
traduisent en p~1 < G < p. Donc

2<G+G T <p+pt=02r
en posant 7 = (p+p~1)/2. D’ol
IG+G 1—1—7|| < 7—1,



Majoration de Sq1 + So.

On note que

Re M (6, A") = p°+p °—Re(’U(G+G™1)
= p24p2— (147) Re(?U) —Re(e?U(G+ G 1-1—-1)),

d'autre part
IG+G =17 <=1, 7= (p+p 1)/2.



Majoration de Sq1 + So.

On note que

Re M(0, A*) = p°+p °~Re(U(G+G1)
= p2+p 2—(147) Re(eU) —Re(eU(G+G1-1-7)),

d'autre part
IG+G =17 <7-1, 7= (p+p 1)/2.
On en déduit ReM(0,A*) > N(0,U) en posant
N(,U) := p°+p 2= (1+7)Re(PU)+1—7



Majoration de Sq1 + So.

On note que
Re M (0, A*) = p°+p 2—Re(U(G+G™1)
= p°+p 2= (14+7)Re(e?U)—Re(eU(G+ G 1-1-7)),
d'autre part
IG+G I -1—7| <7—1, 7= (p+p 1)/2.
On en déduit ReM(0,A*) > N(0,U) en posant

N(,U) := p°+p 2= (1+7)Re(PU)+1—7
> ,02—|—,0_2—1— T+1—7> 0.



Majoration de Sq + So.

On peut donc utiliser le lemme 2

pZ —p 2| (27 —1
151 + Sof < H/ N(6,U) d9||
2 0



Majoration de Sq + So.

On peut donc utiliser le lemme 2

pe—p 2| 2" 1
151 + Sall < | [ N0y a
27 0

Mais cette intégrale se calcule exactement, ce qui donne

PP+20+1 _ 2
P+pr+l V3

151 4 S2f| < J



Mais cette intégrale se calcule exactement, ce qui donne

PP+20+1 _ 2
PP+p+1 ~ V3

Finalement on a obtenu pour I'anneau

151 4+ S|l < J

2

A < <5
I (I < [1R1]] 4[R2l + (151 +520 < 2+ =



Retournons au cas général.
Il reste a montrer ||S; +--- + Snl| < n(n—1)/+/3, avec

S; = /aDij r(o) ((6—A")"1d5 + (o—w)) " ldo).



Rappelons que
S-:/ 5—A*)"1d5 —w;) " do).
1= Jopax " (G-A*)"1d7 + (0—w;) Ldo)
Sur la frontiere 0D;, 6—w; = r?/(a—wj), donc

S:/ A, D) do,
j 8Dij’r(a) v(o ;) do

en posant

1 —1

v(0, A, Dj) = 5—(A" =) ((e—w))(A"=&;) —17)

On remarque que v(o, A, Dj) est holomorphe pour o € D;, par
suite r(o)v(o, A, D;) est holomorphe dans X.



On introduit un pavage, a la Voronoi, de X de |la maniére suivante

AX"7 = {Z e X, d(Z,Dj) < d(Z,Dk), Vk}

r2—|zw;l?

ou d(z,Dj;) = - , est l'inverse de la pseudo-distance de
J

Carathéodory. On remarque que les frontieres Cjk = X,; N X} sont

des arcs de cercle.






On remarque que la frontiere de X; est constituee de 8Dj N X, et
de la reunion des X; N Xy = Cj, J F k.
En utilisant I'holomorphie de r(.)v(.,A,D;) dans X, on en deduit

s:/ A, D;)d
i oD, ﬂX?“(a)l/(a ]) o

= ¥ / r(0)v(o, A, D;) do.
k, k)



On remarque que la frontiere de Xj est constituée de 8Dj N X, et
de la reunion des X;N Xy = Cj, J #F k.
En utilisant I'holomorphie de r(.)v(.,A,D;) dans X, on en déduit

S:/ VA, D) d
j oD, X’I“(O’)I/(O' ;) do

= ¥ / r(o)v(o, A, D;) do.
k, k#j

Cela montre qu’'avec une orientation adéquate de chaque Cjk,

Si+-+Sh= > r(o)(v(o,A,D;) —v(o, A, D)) do.
ke, j<k” Cik
2Ky ]



On remarque que la frontiere de Xj est constituée de 8Dj N X, et
de la reunion des X;N Xy =Cj, J 7F k.
En utilisant I'holomorphie de r(.)v(.,A,D;) dans X, on en déduit

s-=/ A,D;)d
i oD, ﬂX?“(a)l/(a j) o

= ¥ / r(o)v(o, A, D;) do.
k, k%3
Cela montre qu'avec une orientation adéquate de chaque Cjk,

Si4-+S= Y / r(0)(v(o, A, D;) — v(0, A, Dy)) do.
1.k, 1<k
Le nombre de Cj;, est (au plus) n(n—1)/2. Pour obtenir le théoreme,
| suffit de montrer IRkl < 2/V/3, avec

Rjj = /Cjk r(z)(v(z,A,D;) —v(z,A,Dy))dz.



Il reste a montrer que ||R1o| < 2/+/3, ol

Rip = /O r(2)(v(z, A, D1) — v(z, A, D2)) d.
12
Soit
az + b
cz+d’

une homographie de C. On suppose que son pdle —d/c n'appartient
pas au spectre de A.

C'est alors un exercice assez simple de montrer que, si I'on pose
¢ =¢(2), B=p(A), g(¢) =r(2), A; = ¢(D;), Y12 = ¢(C12), alors

Riz= [ 9(Q0(¢ B, A1) ~v(¢, B, A2) de.

p(z) = ad — bc #= 0,



Il reste a montrer que ||R12| < 2/+/3, ol
Rip = /012 r(2)((z, A, D1) — v(z, A, D5)) da.
Soit
o(z) = ad — bc #= 0,

une homographie de C. On suppose que son pdle —d/c n'appartient
pas au spectre de A.

C'est alors un exercice assez simple de montrer que, si I'on pose
¢ =p(z), B=9(A), g(Q) =71(2), A; =@(D;), Y12 = ¢(C12), alors

Riz= [ 9(Q0(¢ B, A1) ~ (¢ B, A2) de.

De plus Aj est un ensemble spectral pour B, et, si ( € Yy, alors
d(¢, A1) = d(¢, Ap).



Il reste a montrer que ||R1o|| < 2/4/3, ol

Riz= | r(2)(w(z A, D1) —v(z A, D)) dz.

Premier cas. D1 NdD> = 0.

Quitte a effectuer auparavant une transformation homographique
appropriée, on peut supposer que

D1 = {z;[z| < p}, Dy ={z;[z| 2 1/p}.

La majoration ||Rio]| < 2/4/3 a déja été montrée, puisqu’on est
dans le cas de |l'anneau.



Il reste 3 montrer que ||R1o|| < 2/4/3, ol

Rio = /012 r(2)(v(z, A, D7) — v(z, A, D>)) dz.

Deuxieme cas. 0D1 N oDy = {«a, B}, a # L.

Quitte a effectuer auparavant une transformation homographique
appropriée, on peut supposer que

D1 ={z; Im(e™%2) < 0}, Do = {z; Im(e?z) > 0}.

On est maintenant dans le cas d'un secteur. La majoration s'ob-

tient de maniéere analogue au cas de |'anneau, par utilisation du
lemme 2.



