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La famille de systemes:

Vi=1,..r
(E) O.ui — diAu; = fi(ur, up, ..., uy) dans Qt
% =0 sur 2T

ui(0,) = u7(-) 2 0.
d;i >0, f;:[0,00)" — R réguliéres,

Q C RN, borné, régulier,
Qr=(0,T)xQ, X7 =(0,T) x 0Q

ui - Q7 — R sont les fonctions inconnues.



Vi=1,..,r
(E) O,ui — diAu; = fi(ur, uo, ..., Uy) on Qr
dui onxr

on
ui(0,-) = uf() > 0.

» (P) Préservation de la positivité: Vi=1,....r
Vsi,...,s € [0,400[, fi(s1,...,Si-1,0,Si41,..,5) > 0.
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Vi=1,..r
(E) EJ,_ 0d iAu; = fi(u, w2, ..., ur) on Qr

on ZT
u,(O ) =u(:)>0.
» (P) Préservation de la positivité: Vi =1,....r
Vsi, ..., s € [0, 400[, fi(s1,..y5i-1,0, Si+1,-..,5,) > 0.

» (M) 'Contrdle’ de la masse totale: Vs, ...,s, > 0,

> fils1ens) <0

1<i<r



Vi=1,..r
(E) 0,uj — diAu; = fi(u, w2, ..., ur) on Qr
@ =0 on¥r
( )=dl() >0

» (P) Préservation de la positivité: Vi =1,....r
Vsi, ..., s € [0, 400[, fi(s1,..y5i-1,0, Si+1,-..,5,) > 0.
» (M) 'Contrdle’ de la masse totale: Vs, ...,s, > 0,

> fils1ens) <0

1<i<r
» = estimations a priori dans [1(Q2), uniformes en temps:
YVt > 0, Zu,txdx</ dx.
Qici<r Qici<r
On additionne, on integre sur Q, on utilise [, Aui = [, %‘:j =0:

/Qat[z ui(£)]dx = /in:f,-(u)dx <o



Plus généralement,

(M) > fi(st,ns) S C[ D si+1]

1<i<r 1<i<r

implique le contrdle de la masse totale:

vT >0, sup / Z ui(t) dxdx < +o0.
0<t<T<+oo JO 72,

QUESTION:
Existence globale en temps de solutions
sous I'hypothese (P)+(M) 77

ou plus généralement (P)+ (M’) 77



Exemples explicites
» Chemical morphogenetic process (” Brusselator”)
Ou— diAu=—uv?+bv
Oiv — dbAv = uv? — (b+1)v+a
U‘BQ = b/a, V|8§2 = a,

a,b,di, d» > 0.

See also: Glycolosis model-Gray-Scott models



Exemples explicites

» Chemical morphogenetic process (” Brusselator”)

Ou— diAu=—uv?+bv

Oiv — dbAv = uv? — (b+1)v+a
U‘BQ = b/a, V|8§2 = a,

a,b,dy,d» > 0.

See also: Glycolosis model-Gray-Scott models

» Exothermic combustion in a gas

{&Y—uAY:—m

Y, T)
8:T —MAT = qH(Y

7T)7

Y = concentration of a single reactant, T = temperature,
p, A, q > 0. Ici: qfi(s1,52) + f(s1,52) = 0.
See also: JMcGough+R.Riley+H.G. Othmer models



Exemples explicites

> Lotka-Volterra Systems(Leung,...)

Vi=1..m, Oruj — diAu; = eju; + Z pijujuj,

1<j<m

with e, pj € R such that, or some a; > 0.

m
Yw e R™, Z ajw;pjw; <0,
ij=1



Exemples explicites
> Lotka-Volterra Systems(Leung,...)
Vi=1..m, Oiu; — diAu; = eju; + Z pijujuj,
1<j<m

with e, pj € R such that, or some a; > 0.

m
Yw € R, Z ajw;pjw; <0,
ij=1

» Model of diffusive calcium dynamics: H.G. Othmer

4
Oeun = diAuy + Mo + y1us)(1 — 1) — B4
py+uy
Oty — doAupr = —kyup + k1U3
Oruz — d3Auz = *kiU3 — kouguz + kyur + k£U4
Orlg — daAug = kouuz + kéU5 — kéU4 — kauquy
atU5 - d5AU5 == k3U1U4 - kéU5.




Exemples explicites

Modelization of pollutants transfer in atmospher (N = 3):

Texier-Picard, MP,(degenerate diffusion):

{

Orpi = di 02,01 +w -V + fi(¢) + gi, Vi = 1...20,
+ Bdy and initial conditions

fi(o)

L T T 1 e |

—ki1¢1 + koo d19 + kos oo + ki1$13 + kod11¢2 + k3ds P
kaopoda — kozdp1da — kiad1de + kiad1o0d2 — kiod11b1 — kaadbiodn,
ki1 + ko119 — kod11d2 — k3ds o — koo da — kizdro P2
ki$1 + ki7da + kigdie + koodr9 — kis s

—ki17¢4 + kis$3 — kigPa — kodods — kazPp1a

2kad7 + krPpg + k1314 + ke prd6 — k3dbs P2 + koo b17d6
2kigp16 — ks Pode — ke P76 + kads P — koo 176 — kiad1de
—kadp7 — ks 7 + ki3 p1a — ke p7 06

ka7 + ks b7 + kydpg + ke 7 b6

—krdg — kgdode

krdg + kgd11¢2 — kipprod2

ki1¢13 — kod11$2 + kgdpodbe — kiob111

kg b11$2

—ki1$13 + ko111

—ki3P1a + k1102

kia b1 96

—kigp16 — kigdie + ki da

— koo 176

koo P17 b6

—ko1d19 — koop19 + kos o0 + ka3 b1 Pa — koadbrodr

—kos 2o + koadbr9 1.



Un exemple spécifique de réactions chimiques réversibles

A+B=C C=P+Q

Modele selon la loi d'action de masse:

Ota — d;Aa= —kiab+ kyc

Otb — dpAb = —kiab + koc

Oic —d.Ac = kiab— koc — ksc+ kap g
O0tp — dpAp = —kap q + kac

0tq — dgAq = —kap q + kzc.

Question 1: Existence globale en temps?
Question 2: Que se passe-t-il quand ky + k3 — +00?
(=hyper-réactivité du produit C) (D. Bothe, M.P.)



Un exemple spécifique de réactions chimiques réversibles
A+B=C C=P+Q

Ora — daAa = —kiab+ koc

Otb — dpAb = —kiab + ke

0rc — dcAc = kiab — koc — ksc+ kap q

Otp — dpAp = —kap q + ksc

0:q — dgAq = —kap q + ksc.
Existence globale en temps? Que se passe-t-il quand k» + ks — +007?
Equation limite (formelle):

A+B=P+Q
c=0etsi oc:|imk2/(k2—|—k3)7 K1:(1—a)k1, Ky = aky:

Ota— d,Aa=—Kiab+ Kypqg
O:b — dpAb = —Kiab+ Kapg
Orp — dpAp = Kiab — Kapq
0tq — dqAq = Kiab— Kspq.



Point de départ pour |'étude des systemes: existence locale
pour f; régulieres

Vi=1..r

() o,u; — diAu; = fi(ur, up, ..., uy) on Qr
% =0 on¥Xr
(0.) = w3() > 0.

» Pour u? € L°°(Q), existence locale sur (0, T*) de solutions

bornées (Ve > 0,sup;cpo, 7+ [|u(t) | Lo () < +00) et donc
" classiques” (théoreme de point fixe de type Cauchy-Lipschitz)



Point de départ pour |'étude des systemes: existence locale
pour f; régulieres

Vi=1..r

(E) arui — diAu; = fi(ula uz, ..., Ur) on Qr
% =0 on¥Xr
ui(0,-) = u2(-) > 0.

» Pour u? € L°°(Q), existence locale sur (0, T*) de solutions
bornées (Ve > 0,sup;cpo, 7+ [|u(t) | Lo () < +00) et donc
" classiques” (théoreme de point fixe de type Cauchy-Lipschitz).
» Le temps maximal d'existence est charactérisé par

sup [[u(t)| o) + IVlie() < +00 = T = 4oo0.
te(0,7*)



Point de départ pour |'étude des systemes: existence locale
pour f; régulieres

Vi=1..r

(E) O,ui — diAuj = fi(uy, ua, ..., uy) on Qr
% =0 onXr
(0,) = w() > 0.

» Pour u? € L°°(Q), existence locale sur (0, T*) de solutions
bornées (Ve > 0,sup;cpo, 7+ [|u(t) | Lo () < +00) et donc
" classiques” (théoreme de point fixe de type Cauchy-Lipschitz).
» Le temps maximal d'existence est charactérisé par

sup [[u(t)| o) + IVlie() < +00 = T = 4oo0.
te(0,7*)

» [Estimations L*° uniformes] = [existence globale]!



Cas facile de systemes (P)+(M): Vi=1,....r,di=d
En ajoutant les équations:
342, ui] — dA(Z uj) = Z fi(u) <0
D'apres le principe du maximum pour I'équation de la chaleur:

vt e (0, T%), IIZUI M) < ||Z ul |l 1o (@)

et, puisque u; > 0, ceci implique des estimations L™ sur les u; et
donc
T = +oo Il

Remarque: Existence globale aussi pour I'ODE par majoration a
priori uniforme en temps. D'ou la question: des diffusions
différentes peuvent-elles détruire |'existence globale?



Une explosion en temps fini peut apparaitre !

{ Oruy — diAuy = fi(ur, u2)
Otz — doAup = fo(uy, up)

» Théoreme: (D. Schmitt, M.P.) On peut trouver fi, f, des
polyndmes homogenes satisfaisant (P) et

(M): i+ <0, et aussi : IN € [0,1] avec f + A <0,
et pour lesquels il existe T* < 400 avec

Jm (el @) = fim, fluz()lle @) = +oo-



Une explosion en temps fini peut apparaitre !

{ Oruy — diAuy = fi(ur, u2)
Otz — doAup = fo(uy, up)

» Théoreme: (D. Schmitt, M.P.) On peut trouver fi, f, des
polyndmes homogenes satisfaisant (P) et

(M): i+ <0, et aussi : IN € [0,1] avec f + A <0,

et pour lesquels il existe T* < 400 avec
i (Ol = im_ flaa(8) (@) = +o0.

» L'explosion est similaire a ce qui se passe pour la fonction
u(t,x) = m qui est solution faible de I'équation
Oru — Au = c(t,x) u? avec c(t,x) uniformément borné

(N > 4). La solution sort de L>°(£2), mais continue a vivre...



CONCLUSION a cette étape:

Chercher des solutions faibles qui sont autorisées a
sortir de L*°(£2) de temps en temps, voire souvent.

Par exemple, des solutions au sens des distributions:

ceci demande que les nonlinéarités f;(u) soient au
moins dans L1( Q7).

fi(u) € LH(QT) ?



C'est le cas dans le contre-exemple précédent:

{ Oruy — diAuy = fi(ur, up)
Oruy — doAun = fo(ur, up)

avec
fi+fH <0, etaussi: IX€[0,1] avec 1+ AH <O0.

Ces deux conditions +(P) impliquent

vr>o,/Q (w1, )| + |Fo(un, )] < C.
T



0tU1 — d1AU1 = ﬂ(ul, U2)
8tU2 — dZAUQ = fg(ul, U2)

avec
fi+£H <0, etaussi: IN€[0,1] avec i + Ah <O0.

Ces deux conditions +(P) impliquent

VT >0, |fi(u1, )| + |fo(ur, w2)| < C.
Qr

/Q(ul+uz)(T)+/QT—[f1(ul,uz)+fz(ul,uz)l=/ W + 1,

Q

/Q(u1+)\uz)(T)+/QT —[f(u1, u2) + Mo(uy, u2) ] :/Qu?—i—)\ug.

= 1A+ Ll < G A+ Aln, < Cavec A #1,
= 1l en + IRl < C.



C'est aussi le cas pour les exemples " modeles”

B
Oty — dh Ay = —u1 u2 + ufus,,

{ Orn — di1Aup = )\ul u2 — uf‘ug
Pour A € [0, 1[:
(M) fi(u, u2) + B(u1, 1) = (A — 1)ufui <O0.

Et aussi

(M)\) fl(ul, U2) + )\fz(ul, U2) = ()\ — 1)u1 u2 <0.



Un théoreme d’existence globale

Vi=1,..,r

O,ui — diAu; = fi(u1, uo, ..., uy) on Qt
(B} au_y b

on on 2t

ui(0,-) = u?(:) > 0.

Théoreme

On suppose (P)+(M), ainsi qu'une "estimation a priori”

vr>o,/@ S 1f(u)] < C(T) < +oo.

T 1<i<r

Alors le probleme (E) admet une solution faible sur [0, +ocl.
Démonstration:

- on montre que tout systeme > (P) + estimations a priori
L'(Q7) admet toujours des sur-solutions

- si on ajoute la propriété (M), ce sont des solutions.



Un corollaire pour les systemes quadratiques

Vi=1,..,r

O,ui — diAu; = fi(u1, uo, ..., uy) on Qt
(B} au_y b

on on 2t

ui(0,-) = u?(:) > 0.

Théoreme
On suppose (P)+(M) et

Vi=1,..,r, ¥s € [0,+oc[", |fi(s)| < C[|s]2 +1].

Alors le probleme (E) admet une solution faible sur [0, +o0l.

Lemme
(P)+(M) impliquent une estimation a priori L*(QT) sur les u; !!
d’ou I'estimation a priori L! sur les nonlinéarités.



|dée de I'estimation L?(QT)

La condition (M) implique

oo R ) <
La positivité (condition (P)) implique

>_idiuj

< maxd; < +oo.
P uj i

]

0 <mind; <
1

Donc ), u; satisfait une équation parabolique. Méme si elle est a
coefficients discontinus et a forme non divergentielle, elle implique
une estimation de Y, u; dans L?(Qr), et donc aussi de chaque u;
par positivité.



S'applique -entre autres- a nos exemples chimiques

A+B=C C=P+Q

Ora — d;Aa= —kiab+ kyc
atb — dbAb = —k12b+ k2C
0ic —d.Ac = kiab — koc — ksc + kap g
Otp — dpAp = —kap q + k3c
0tq — dgAq = —kap q + ksc.

Equation limite (formellement !) quand k, + k3 — +o0:
a = lim k2/(k2 =+ k3), K = (1 — a)kl, Ky = aks:

A+B=P+Q

Ora—d,Aa=—Kiab+ Kypg
Otb — dpAb=—Kiab+ Kypg
Oip — dpAp = Kiab - Kypq
0rq — dgAq = Kiab — Kupq.



Momentanément: K; = K, = 1.

Ora—d,Aa=—ab+pgq
Otb—dpAb=—ab+pgq
Op—dpAp=ab—pq
Orq —dqAg=ab—pgq.

On remarque que:
[0: — daA](alna — a) < (Ina)[—ab + pq]...etc for b, p, q
et donc, si w, = alna—a,wp, =binb— b, ...
Z Orw; — d;Aw; < [Inab — In pg][—ab + pq] < 0.
ie{a,b,c,d}

C'est I'inégalité d’entropie. Surtout: on en déduit aussi une
estimation L2 sur les w;, soit:

/ [alog a]?, [blog b]?... < C(T).
QT

= non seulement ab — pq est borné dans Ll(QT), mais il y est
uniformément intégrable, ce qui permet de passer a la limite
directement sur une approximation correcte du systeme.



Ota—d,Aa=—ab+pgqg
Otb — dpAb=—ab+pq
Op—dyAp=ab—pgq
0:q —dsAg=ab—pgq.

L'approche précédente est systématisée dans un travail de L.
Desvillettes, K. Fellner, M.P., J. Vovelle.

Problémes ouverts: La solution faible est-elle aussi une solution
classique (c'est--dire bornée pour tout temps?? OUI en dimension
N=1etN=2.

En dimension N =3 and N = 4, il a été prouvé (Th. Goudon, A.
Vasseur) que I'ensemble des points de [0, +00[xQ ou la solution
est non bornée est de dimension de Hausdorff au plus (N? — 4)/N.
EST-CE OPTIMAL??

Cas de termes en —a®b® + p*qP??



Retour a:
A+B=C C=P+Q

Ora— d;Aa= —kiab+ koc

O¢b — dpAb = —kjab + kac

0ic —d.Ac = kiab — koc — ksc + kap g
Otp — dpAp = —kap q + ksc

0rq — dgAq = —kap q + ksc.

Théoreme: |l y a existence globale de solutions classiques.
Méthode: Estimations LP(Q71) Vp < +oc! via la théorie de

régularité LP pour les équations paraboliques
{[0: — dAla = [9; — dpA]b} = Cl|b], < ||all, < C|[b]l
{[0c = dcAlc = —0:(a+ b) — A(daa + dpb)} = ||cllp < C[[|allp+]|bl]]

p
premiere equation = ||a(t)| rp(q) < ||a(0)||Lp(Q)+k2/O llc(s)|lLr()ds.



Passage a la limite quand ky, + k3 — +o0

Théoreme: (D. Bothe, M. P.) (a¥, b, ck, p¥, g¥) converge dans
L?(@t) vers (a, b,0, p, q) solution faible de

Oia—d;Aa=—Kiab+ Kypqg
O:b — dpAb= —Kiab+ Kypq
Orp — dpAp = Kiab — Kupq
0:q — dgAq = Kiab — Kupq.

avec a = lim ky/ (ks + k3), K1 = (1 — a)ki, Ka = aks et les conditions
initiales:
3(0) = ap + o, b(O) = by + acy,

p(0) = po + (1 — @)co, g(0) = go + (1 — @) cp.

Remarque: On utilise les estimations [L Log L]?>. Mais, couche
limite en t = 0! On montre au préalable que les solutions restent
uniformément bornées sur un petit intervalle indépendant de kp, k3.
Question ouverte: identifier les systémes qui entrent dans cette
analyse.



Quelques autres problemes ouverts

Que peut-on dire de I'existence globale de solutions faibles pour

O,u—diAu = v — 123 on Qr
(E){ O,v—doAv = u?v3 — u3v? on Qr
+ conditions initiales et au bord
et aussi de
O.u— diAu= —c(t,x)u?v? on Qr
(E)S 0,v— daAv = c(t, x)u?v? on Qr,

+ conditions initiales et au bord
quand c(t, x) n'est pas de signe constant 777

Remarque: Il n'est méme pas clair que les nonlinéarités soient
bornées dans L1(Q7) !
Necessité de solutions renormalisées 777



More open problems

- atmospheric vertical diffusion/transport of pollutants (partial
results with assumptions on the transport).
- Uniqueness of weak solutions...or more precisely, what is the way
to select the "best” solution, since for instance there is even not
uniqueness for dpu — Au = u3.
- how to define renormalized solutions for systems??7?
- what about initial data in L}()?
- what about different boundary conditions? (some surprises arise
even for "good” boudary conditions, but of different kind for v and
v).
- what about nonlinear diffusions??

(E){ o,u—Au™ = f(u,v) on Qt

0,v — AvP = g(u,v) on Qr,

- Same questions with general Lyapounov type of structure
Ry (u)f(u,v) + hy(v)g(u,v) <0, hy, hy convex.

- same questions for elliptic systems.



