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Extensions par fonctions continues ou Lipschitziennes

@ Soient (E, d) et (E’,d") deux espaces métriques compacts et métriquement
convexes.

@ On note Q I'ensemble des applications de domaine inclus dans E a valeurs
dans E’ telles qu'il existe un module de continuité concave vérifiant

Va, b € dom(f), d'(f(a),f(b)) <w(d(a,b)).

e Un schéma d'extension ¢ : f € Q — £(f) € CO(E; E') , &(f) prolonge f.
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Module de continuité faiblement concave associé a une fonction

Lemme

e Pour f € Q notons @(f) le plus petit module de continuité faiblement concave
qui réalise I'inégalité précédente.
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Module de continuité faiblement concave associé a une fonction

Lemme

e Pour f € Q notons @(f) le plus petit module de continuité faiblement concave
qui réalise I'inégalité précédente.

e inner expression de &(f) :

d'(f(a), f(b))

o(f;h) ;== sup inf(h,d(a, b)) d(a, b)

a,be dom(¥)
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Module de continuité faiblement concave associé a une fonction

Lemme

e Pour f € Q notons @(f) le plus petit module de continuité faiblement concave
qui réalise I'inégalité précédente.

e inner expression de &(f) :

d'(f(a), f(b))

o(f;h) ;== sup inf(h,d(a, b)) d(a, b)

a,be dom(¥)
o (i) Vf,g € Q avec dom(f) = dom(g) = A, on a

|of — Dgloor, < 2supd’(f(a),g(a));
acA
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Module de continuité faiblement concave associé a une fonction

Lemme

Pour f € Q notons &(f) le plus petit module de continuité faiblement concave

qui réalise I'inégalité précédente.

inner expression de &(f) :

@(f;h):= sup inf(h,d(a,b))

a,bedom() d(a, b)

(i) Vf, g € Q avec dom(f) = dom(g) = A, on a

|of — Dgloor, < 2supd’(f(a),g(a));
acA

(i) Vf € Q, VA, B C dom(f), on a

|‘Df\A - (’Df\B|OO,R+ < 4®f(5H(A’ B))

d'(f(a), f(b))

Cette derniére inégalité fait intervenir la distance de Hausdorff notée dy.
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Stabilité d’un schéma d’extension

o w -stabilité : 3C > 0,Vf € Q

w(&(f)) < Cuw(f).
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Stabilité d’un schéma d’extension

o w -stabilité : 3C > 0,Vf € Q

w(&(f)) < Cuw(f).

e DV-stabilité (Data Value) : 3C > 0,Yf, g € Q, dom(f)=dom(g) = A :

dt;o,E(é(f)v g(g)) < Cd{)o,A(fv g)
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Stabilité d’un schéma d’extension

o w -stabilité : 3C > 0 Vf € Q

w(&(f)) < Cuw(f).

e DV-stabilité (Data Value) : 3C > 0,Vf, g € Q, dom(f)=dom(g) = A :

di £(§(F), &(g)) < Cd, alf, 8).

e DS-stabilité (Data Site) : 3C > 0,Vf € Q, VA, B C dom(f) :

die £(§(fla). §(f[B)) < Cw(f:dn(A, B)).
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Stabilité d’un schéma d’extension (suite)

e Auto-reproduction : Vf € Q, VA D dom(f) :

£(&(F)la) = £(F)-
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Stabilité d’un schéma d’extension (suite)

e Auto-reproduction : Vf € Q, VA D dom(f) :

£(&(F)la) = £(F)-

e Absolument minimale Q extension : Vf € Q, VB C E, BN dom(f) = 0

w(&(F)le) = w(&()los)-
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Existence de schémas stables lorsque (E’,d’) = (R, |.|).

M*(F)(x) = CIinf (f(a) + ©(f; d(x, a))),
acdom(r)
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Existence de schémas stables lorsque (E’,d’) = (R, |.|).

M) = ot (1(2) + (£ d(x,2))
M=(f)(x) = , dsup (f)(f(b) —o(f;d(x, b)).
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Existence de schémas stables lorsque (E’,d’) = (R, |.|).

M*(F)(x) = dinf (f(a) + ©(f; d(x, a))),
acdom(r)

M=(f)(x):= sup (f(b) —o(f;d(x,b)).
bedom(f)
e Théoreme d’'existence de schémas d’extension stables.

Théoreme

Les schémas d’extensions M+ et M~ sont optimalement w-stables (C = 1),
DV-stables (C < 3), DS-stables (C < 6).
De plus Vx € E e € {+,—}

inf  f(a) <M(f)(x) < sup f(b),.
acdom(f) bedom(r)

v

Erwan Le Gruyer*[.4¢ Extensions minimales 12 Novembre 2009 p. 6



Concept d’A.M.L.E de Gunnar Aronsson (1967)

Soit u une extension de f.
Définition
L'extension u est une Absolutely Minimizing Lipschitz Extension ssi

VB C E, Bndom(f)=0,¥x e B:

sup (u(b) — Lip(u; 0B)d(x, b)) < u(x) <

bedB aiE”gB(U(a) + Lip(u; OB)d(x, a))
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Extensions Harmonieuses

e [l faut savoir que le conflit est universel,
que la justice est une lutte, et que toutes
choses s'engendrent selon la lutte et la
nécessité.

HERACLITE

fzeB(X) u(z)dz

Noy(u) =0 = u(x) = =

szB(x)

1 1
A(u)=0 <= u(x)== sup u(z)+ = inf u(z)?
2 z€B(x) z€B(x)
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Extensions Harmonieuses [4]

Dans cette partie (E’,d’) = (R, |.]).
Soit f € 2, de domaine fermé A.
e Soit r une application de E dans R™ vérifiant

{ r(x) =0 si x € A
Ir(x) —r(y)l <d(x,y)., xy€E.
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Extensions Harmonieuses [4]
Dans cette partie (E’,d’) = (R, |.]).
Soit f € 2, de domaine fermé A.

e Soit r une application de E dans R™ vérifiant

{ r(x) =0 si x € A;
Ir(x) —r(y)l <d(x,y)., xy€E.

e Pour x € E on note

B(x) ={y € E: d(x,y) <r(x)}

Lemme

L’espace métrique (E, d) étant compact et métriquement convexe, pour tout
x,y € E,

1 1
— sup inf d(z,q9)+ = sup inf d(z,q)<d(x
2,290 dn) (z,9) P L (z,9) < d(x,y).

v
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Existence et unicité d’une extension harmonieuse

o L'opérateur H : g € C°(E;R) — H(g) de régularisation harmonieuse est
défini par Vx € E

1 1
H(g)(x) = 5 2‘;‘? )g(Z) + *Zelgfx)g(Z)-
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Existence et unicité d’une extension harmonieuse

e L'opérateur H : g € C°(E;R) — H(g) de régularisation harmonieuse est
défini par Vx € E

1 1
H(g)(x) = 5 Zg? )g(Z) + —Zelgfx)g(Z)-

Lemme

w(H(g)) < w(g)-
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Existence et unicité d’une extension harmonieuse

o L'opérateur H : g € C°(E;R) — H(g) de régularisation harmonieuse est
défini par Vx € E

H(g)(x) = & sup g(z)+2 inf g(2)

2 z€B(x) 2 zeB(x)
Lemme
w(H(g)) < w(g). J
[*]
Théoreme

Pour toute fonction f € Q, il existe une unique extension IC(f) de f qui vérifie
I'équation fonctionnelle :

1 1
X):= = su z)+ = inf z), x € E.
g(x) 2ZEBI()X)g( s Lo )g( )
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Convergence du processus d’évolution harmonieux

Théoreme

Soit f € Q. Pour toute extension fy de f, la suite f, définie par induction en
posant
fn+1 = H(fn)a

converge vers K(f).
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Convergence du processus d’évolution harmonieux

Théoreme

Soit f € Q. Pour toute extension fy de f, la suite f, définie par induction en
posant

fl"+1 = H(fn)v

converge vers K(f).

Stabilité du schéma d’extension harmonieux
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Convergence du processus d’évolution harmonieux

Théoreme

Soit f € Q. Pour toute extension fy de f, la suite f, définie par induction en

posant
fn+1 = H(f“)v

converge vers K(f).

Stabilité du schéma d’extension harmonieux

Théoreme

Le schéma d'extension K est optimalement DV-stable (C = 1), optimalement
w-stable. De plus

inf f(a) < K(f)(x) <supf(b), x € E.
acA bEA

Erwan Le Gruyer*[.4¢ Extensions minimales 12 Novembre 2009 p. 11



Propriétés de stabilité (suite)

@ On suppose ici que pour f € Q et x € E, r(x) := inf(h, d(x,dom(f)), h
étant un réel strictement positif.
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Propriétés de stabilité (suite)

@ On suppose ici que pour f € Q et x € E, r(x) := inf(h, d(x,dom(f)), h
étant un réel strictement positif.

Proposition

(i) Le schéma d'extension K vérifie
Pour tout fermé F C E, F N dom(f) =0, on a

[K(K(F)lor) — K(f)]oo,F < 2w(f; h).
(i) K est quasi auto-reproduisant : pour tout F, dom(f) C F C E,
IK(K(F)F) = K(f)loo,e < 2w(f; h).

(iii) KC est quasi DS-stable : pour tout F, G C dom(f)

IK(FlF) = K(fl6)loo.e < 4(w(F; 0u(F1, F2)).) + w(f; h)).
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L’opérateur laplacien infini

@ On définit formellement A, (u) dans RN de la maniére suivante :

N 2
A (u) = Z Oudu v _ D?u(Du; Du)

Ox; Ox; Ox;0x;
ij=1 """ TR
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L’opérateur laplacien infini

@ On définit formellement A (u) dans R de la maniére suivante :

N

Ou du 9%u 5
A(u) = ,-Jzzjl 5‘X,-87Xj73X;5‘Xj = D?u(Du; Du)

@ On pose ici E = R" et d est la norme euclidienne. Pour G C R", f € Q,
dom(f) C G, on définit le probleme de dirichlet suivant

{ A(u)(x) =0,Vxe G—dom(f);
u(a) =f(a), Vae dom(f).
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Lien avec I'opérateur laplacien infini [5]

o feQetxekE, r(x):=inf(h,d(x,dom(f)), h> 0.
Soit Kp(f) I'unique solution de

1 1
g(x) =< sup g(z)+ = inf g(z), x€E.
z€B(x) 2 zeB(x)

Théoreme

Sous les hyphothéses du théoréme de Jensen [3] (G est un ouvert, G est
connecté, dom(f) = OG et la frontiere OG est suffisamment réguliere).

Alors la suite KCp(f) converge lorsque h tend vers O vers I'unique solution de
viscosité du probléme de Dirichlet ( 1).
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Méthodes numériques [5]

((E, d) est espace métrique compact métriquement convexe, (E’,d") = (R, |.|))
Pour exposer cette méthode numérique, il nous faut définir un sous ensemble
topologique discret (appelé network ) : un sous ensemble fini d'éléments de E et
de leurs voisins immédiats.

Un network de E et un couple (G, V) vérifiant : G est un sous-ensemble fini de E
et V une application V: x € G — V(x) C G qui vérifie

(P1)Vx € G, x € V(x);

(P2)Vx,y € G, x € V(y) <=y € V(x);

(P3) Vx,y € G, il existe x1,x2,...,Xa—1, X, € G tels que x; = x, x, = y et

Xj € V(Xi+1), i=1,....,.n—1;

(P4) Vx € G,Vy € G — V(x), il existe z € G tel que d(z,y) < d(x,y).

Pour toute chaine vérifiant (P3) on associe la longueur Y7 d(x;, xi+1). On peut
définir alors la distance géodésique dg sur (G, V) : dg(x, y) est la longueur
minimale de toutes les chaines reliant x a y.

On note aussi V(x) := V/(x) — x pour x € G.
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Equation fonctionnelle locale définie sur un network (G, V)

@ Pour toute fonction u définie sur G, on pose

w(u; x) == inf sup
( ) zeV(x) qe V(x) d(Xa Z) + d(X7 q)
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Equation fonctionnelle locale définie sur un network (G, V)

@ Pour toute fonction u définie sur G, on pose

w(u; x) == inf sup
( ) zeV(x) q€ \7()() d(Xv Z) + d(X7 q)

@ Définition probleme de Dirichlet discret :

{ u(x) =p(u;x),Vxe G-,
u(s) =f(s),VseS.

avec S C G et la fonction f qui est définie sur S, est la condition de
Dirichlet.
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Existence et Unicité du probléme discret

@ Unicité :
Théoreme
La solution du probléme (1) est unique.
Nous avons le principe du maximum suivant : soient deux fonctions f, g définies

sur G et de méme domaine S. Soient u et v deux solutions de (1) avec f
respectivement g comme conditions de Dirichlet. Alors

sup(u(x) — v(x)) < sup(f(a) — f(b)).
x€eG acs
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Existence et Unicité du probléme discret

@ Unicité :
Théoreme
La solution du probléme (1) est unique.
Nous avons le principe du maximum suivant : soient deux fonctions f, g définies

sur G et de méme domaine S. Soient u et v deux solutions de (1) avec f
respectivement g comme conditions de Dirichlet. Alors

sup(u(x) — v(x)) < sup(f(a) — f(b)).
x€eG acs

@ Existence : Pour montrer I'existence du probléeme (1), nous introduisons un
processus d'évolution u — ®(u) dont I'état stationnaire vérifie u = ®(u).

O(u) =V(u;xy) o V(u;xy—1) oo V(u;x1),
ol {x1,---,xn} est une énumération de G — S. et V(u;x), avec x € G — S
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@ Pour x € G — S la fonction W(u; x) est définie par

wluix), siy=x¢e€ G—S5,

V(u; x)(y) = { u(y),siy € G—{x}.
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@ Pour x € G — S la fonction W(u; x) est définie par

wluix), siy=x¢e€ G—S5,

V(u; x)(y) = { u(y),siy € G—{x}.

@ Soit Uy la fonction définie par
Uo(x) := igg(f(s) +w(f; dg(x,5))), Vx € G.

Théoréme J

La suite (Up)nen définie par Up1 = ®(U,) converge vers la solution de (1).
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Notons K(f) la solution.
Elle vérifie :

K(f)(s) = f(s), ¥s € S;

et
K(F)(x) = p(K(f); x), ¥x € G = S.

De plus K(f) est optimalement w-stable par rapport a la distance dj :

IK(F)(x) = K(F)(y) < w(f:dg(x,y)), Vx, ¥ € G.
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Approximation d’'une AMLE

Pour construire un schéma numérique convergent, nous montrons qu'il existe une
suite (Gp, Vi) nen de network qui vérifie les trois propriétés suivantes :

(@) lim,— oo sup(du(Gp, E), 54(Sn, S)) =0;
(Q2) llmn—>oo supxeG,7 SUPyevn(x) d(X,}’) = 0;
(@) limp_cosupy eq, [dn(x,y) —d(x,y)| =0.

En notant S, = SN G,, on définit la fonction f, de domaine G, par

fo(s) = f(s) pour s € S,,.

En notant K, la solution du probléme (1) avec f, comme condition de Dirichlet,
on définit la fonction W, de domaine E en posant :

W,(x) := Siené"(K,,(s) +w(f;d(s,x))), x€E.
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Théoreme

La suite (W,)nen est équicontinue et équibornée.

(i) Toute sous suite convergente de (W, )nen converge vers une AMLE.

(i) Lorsque (E,d) = (R",||.||), et sous les hyphothéses du théoréme de Jensen
[3]. la suite (W,)nen converge vers I'unique solution de viscosité du probleme

{ A (u)(x) =0,Vxe G— dom(f);
u(a) =f(a), Vae dom(f).
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'd740.don’

E:=[0,1] x [0,1]-]% —€,2 + ¢[x]2 —€¢,5 +¢[fore >0

d = la métrique géodésique construite a partir de la norme euclidienne.
Conditions de Dirichlet : up(x,y) := d((%, 0), (x,¥)),

dom(up) := ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]) U ([0, 1] x {0}) U ([0, 1] x {1}).
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