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propagation de fronts avec vitesse normale prescrite

RN

−→n (x ,t)
x

Γt : front au temps t

−→
V (x ,t)=h(x ,t,−→n ,D−→n ,Ωt)−→n

Ωt : Phase I

Phase II

Données :
Γ0 (et Ω0) : front initial
h : loi d’évolution

But : Definir et étudier Γt (et Ωt) pour tous t ≥ 0
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Difficultés

Problèmes non-linéaires, singularités en temps fini

Flot par courbure moyenne démarrant d’un ensemble lisse de R3

Vitesses nonlocales (h peut dépendre de Ωt)

Évolutions non-monotones
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Évolutions monotones et non-monotones

Monotonie de la vitesse par rapport au terme non-local

Ω ⊂ Ω′ et x ∈ ∂Ω ∩ ∂Ω′ =⇒ h(x ,Ω) ≤ h(x ,Ω′)

−→
V (x)

−→
V (x)

Ω
Ω′

x

ê Principes d’inclusion : Ω0 ⊂ Ω′0 =⇒ ∀t ≥ 0, Ωt ⊂ Ω′t
ê Principes du maximum, solutions de viscosité

Cas non-monotones : préservation de l’inclusion fausse
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Quelques Références d’utilisation des solutions de
viscosité pour des évolutions monotones

Évolutions locales

Barles 84 : propagation de flammes

Osher-Sethian 88/Chen-Giga-Goto, Evans-Spruck 91 : courbure
moyenne

Évolutions non-locales

Caffarelli-Vazquez 99 : problèmes de combustion

Andrews-Feldman 02 : piles de sable

Cardaliaguet 00,01 : Courbure moyenne+volume,
flots invariants par translation

Da Lio-Kim-Slepčev 04 : Courbure moyenne+volume

Kim 03,05 : Hele-Shaw+Stefan, Stefan+courbure

Ishii-Mikami 04 : courbure gaussienne, érosion de galets

Cardaliaguet-Rouy 06 : Hele-Shaw

Cardaliaguet-OL 07,08 : Flots en optimisation de formes
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5. Équation
HJ non-locale

6. Résultats

7. Idées de
preuves

Deux problèmes modèles

Évolutions non-locales non-monotones

Dynamique des dislocations

Systèmes de type FitzHugh-Nagumo

ê Approche par lignes de niveaux, théorèmes de point fixes
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Dynamique des dislocations
Modèle Mathématique : Rodney-Le Bouar-Finel 03/ Monneau et al 04–

métal

Γt

Ωt

Hypothèses :

Mouvement planaire

Vitesse proportionnelle à la force de Peach-Koehler

h(x , t,Ωt) = (c0 ? 1Ωt ) (x)︸ ︷︷ ︸
self-force non-locale

crée par la ligne de dislocation

+ c1(x , t)︸ ︷︷ ︸
force extérieure locale

(champ magnétique, etc.)

(c0?1Ωt )(x) =

∫
R2

c0(x−y)1Ωt (y)dy et

∫
R2

c0(y)dy = 0
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Systèmes de type FitzHugh-Nagumo
Nagumo-Arimoto-Yoshizawa 60/FitzHugh 61

 uεt − ε∆uε =
1

ε
f (uε, vε) dans RN × (0,T ),

vεt −∆vε = g(uε, vε) dans RN × (0,T ),

où {
f (u, v) = u(1− u)(u − a)− v (0 < a < 1),

g(u, v) = u − γv (γ > 0).

Asymptotiques quand ε→ 0 [Soravia-Souganidis 06] :

v t −∆v = g+(v)1Ω+
t

+ g−(v)1Ω−t
dans RN × (0,T ),

Γt := RN \ (Ω+
t ∪ Ω−t ) évolue avec vitesse normale α(v(x , t)).

Les fonctions α, g+ et g− sont lipschitz bornées de R dans R et

dépendent de f et g .
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Système de type FitzHugh-Nagumo

h(x , t,Ωt) = α(v(x , t)) = α(G ∗ 1Ωt (x , t))

où {
vt −∆v = 1Ωt dans RN × [0,T ]

v(·, 0) = 0 dans RN

G (y , s) =
1

(4πs)N/2
e−|y |

2/4s

α : R→ R lipschitz non monotone
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Approche par lignes de niveaux
Osher-Sethian 88/Evans-Spruck 91/Chen-Giga-Goto 91

RN

−→n (x ,t)
x

Γt : front au temps t

−→
V (x ,t)=h(x ,t,Ωt)−→n

Ωt : Phase I

Phase II

Idée : Représenter Γt comme l’ensemble de niveau 0 d’une
fonction auxiliaire u : RN × [0,T ]→ R

V = − ut
|Du| =⇒ ut = h(x , t, {u(·, t) ≥ 0})|Du|

Équation de H-J non-locale



Problèmes de
propagation

de fronts avec
vitesse

non-locale

Olivier Ley

Rennes
nov 2009

1.
Propagation
de fronts

2.
Dislocations

3. FitzHugh-
Nagumo

4. Approche
par lignes de
niveaux
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Approche par lignes de niveaux
Osher-Sethian 88/Evans-Spruck 91/Chen-Giga-Goto 91

RN

−→n (x ,t) = − Du

|Du|x

Γt : front au temps t
{u(·, t) = 0}

−→
V (x ,t)=h(x ,t,Ωt)−→n

Ωt : Phase I
{u(·, t) > 0}

Phase II
{u(·, t) < 0}

Idée : Représenter Γt comme l’ensemble de niveau 0 d’une
fonction auxiliaire u : RN × [0,T ]→ R

V = − ut
|Du| =⇒ ut = h(x , t, {u(·, t) ≥ 0})|Du|

Équation de H-J non-locale
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Équation de Hamilton-Jacobi non-locale

{
ut = c[1{u≥0}](x , t)|Du| dans RN × [0,T ]
u(·, 0) = u0 dans RN

avec

c[1{u≥0}](x , t) = (c0 ? 1{u≥0})(x) + c1(x , t) (Dislocations)

c[1{u≥0}](x , t) = α(G ∗ 1{u≥0}(x , t)) (FitzHugh-Nagumo)

Hypothèses :

c0, c1(·, t) et α bornées Lipschitz, c0 ∈ L1(RN)

u0 bornée Lipschitz, {u0 = 0} = ∂Ω0 = Γ0 de classe C 2

Borne inférieure de gradient : |Du0| ≥ η0 > 0 sur Γ0

Vitesse strictement positive :
−|c0|L1(RN) + c1(x , t) ≥ c > 0

α ≥ c > 0
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Énoncés des résultats

Théorème Il existe une unique solution de viscosité lipschitz.
References :

Dislocations : temps courts, données lisses
[Alvarez-Hoch-Le Bouar-Monneau 04]

Dislocations : vitesse positive et C 1,1

[Alvarez-Cardaliaguet-Monneau 05/Barles-OL 06]

Dislocations : existence globale, unicité : vitesse positive et
semiconvexe [Barles-Cardaliaguet-OL-Monneau 08]

FitzHugh-Nagumo : existence [Giga-Goto-Ishii 92/

Soravia-Souganidis 96/Barles-Cardaliaguet-OL-Monteillet 08]

FitzHugh-Nagumo, unicité : vitesse strict. positive
[Barles-Cardaliaguet-OL-Monteillet 08]
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Existence (1)

Définition (solutions faibles)
u ∈W 1,∞(RN × [0,T ]) est solution de HJ non-locale s’il existe
χ : RN × [0,T ]→ [0, 1] tel que :

1 u est une solution de viscosité L1 de{
ut = c[χ](x , t)|Du| dans RN × [0,T ]
u(·, 0) = u0 dans RN (1)

2 1{u>0} ≤ χ ≤ 1{u≥0} p.p. dans RN × [0,T ]

Point important : (1) a de bonnes propriétés : existence et
unicité d’une solution de viscosité L1 lipschitz avec des
constantes indépendantes de χ à support dans une boule fixe.
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Existence (2)

Preuve de l’existence :

Théorème du point fixe de Kakutani avec
X = L∞(RN × [0,T ]; [0, 1]) et

X ⇒ X

χ 7→ {χ′ : 1{u>0} ≤ χ′ ≤ 1{u≥0}

où u est l’unique solution de (1)}
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Dislocations : idées de la preuve d’unicité (1)

u1, u2 solutions démarrant de u0 et δτ = sup
RN×[0,τ ]

|u1 − u2|

ui
t = c[1{ui≥0}]|Dui |

=⇒ δτ . |Du0|∞
∫ τ

0

|(c[1{u1≥0}]− c[1{u2≥0}])(·, t)|∞dt

=⇒ δτ . |Du0|∞
∫ τ

0

|c0 ? (1{u1≥0} − 1{u2≥0})(·, t)|∞dt

=⇒ δτ . |c0|∞|Du0|∞
∫ τ

0

∫
RN

|1{u1≥0} − 1{u2≥0}|dxdt

ui >0
uj <0

}
⇒ 0 ≥ uj = ui︸︷︷︸

≥0

+ uj−ui︸ ︷︷ ︸
≥−δτ

≥ −δτΓ0 ={u0 =0}

{u1(·, t)≥0}

{u2(·, t)≥0}

|1{u1≥0} − 1{u2≥0}| ≤ 1{−δτ≤u1(·,t)≤0} + 1{−δτ≤u2(·,t)≤0}
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Dislocations : idées de la preuve d’unicité (2)

δτ . τ |c0|∞ sup
0≤t≤τ

∫
RN

(1{−δτ≤u1(·,t)≤0} + 1{−δτ≤u2(·,t)≤0})dx

Préservation de la borne inférieure de gradient [OL 01] :
|Du0| ≥ η0 > 0 on Γ0 =⇒ |Dui (·, t)| ≥ ηT > 0 near Γt

Formule de la coaire :∫
RN

1{−δτ≤ui (·,t)≤0}dx =

∫ 0

−δτ

∫
{ui (·,t)=r}

1

|Dui |
dHN−1(x)dr

≤ δτ
ηT

sup
−δτ≤r≤0

Per
(
{ui (·, t) = r}

)
ê OK si on a des estimations de périmètres
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5. Équation
HJ non-locale

6. Résultats

7. Idées de
preuves

Dislocations : estimations de périmètres

Vitesse C 1,1 positive

Point de départ : préservation de la propriété de boule intérieure
uniforme [Cannarsa-Frankowska 06]

Utilisation de la propriété de boule intérieure uniforme pour
obtenir des estimations de périmètres
[Alvarez-Cardaliaguet-Monneau 05]

Preuve alternative (borne inférieure de gradient+semiconvexité)
[Barles-OL 06]

Vitesse C 1,1 strictement positive (création de la boule intérieure
uniforme)

[Barles-Cardaliaguet-OL-Monneau 08]
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FitzHugh-Nagumo : idées de preuve d’unicité (1)
[Barles-Cardaliaguet-OL-Monteillet 08]

δτ . |Du0|∞
∫ τ

0

|(c[1{u1≥0}]− c[1{u2≥0}])(·, t)|∞dt

=⇒ δτ . |Du0|∞
∫ τ

0

|(α(v1)− α(v2))(·, t)|∞dt

=⇒ δτ . |α′|∞|Du0|∞
∫ τ

0

|(v1 − v2)(·, t)|∞dt

=⇒ δτ . τ |α′|∞|Du0|∞ sup
0≤t≤τ

∫ t

0

∫
RN

G (1{−δτ≤u1(·,t)≤0}

+1{−δτ≤u2(·,t)≤0})dyds

since v i
t −∆v i = 1{ui≥0} =⇒ v i = G ∗ 1{ui≥0}

Deux difficultés supplémentaires :

G 6∈ L∞ (contrairement aux dislocations : c0 ∈ L∞)

v i (·, t) ∈ C 1,β avec β < 1 : pas de boule intérieure
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FitzHugh-Nagumo : idées de preuve d’unicité (2)

Théorème

1 {ui (·, t) ≥ 0} a une propriété de cône intérieur uniforme.

h

θ

2 per({ui (·, t) ≥ 0}) ≤ Λ(h, θ) vol({ui (·, t) ≥ 0})

3

∫ t

0

∫
RN

G 1{−δτ≤u1(·,t)≤0}dyds ≤ Cδτ
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Idée de preuve de 1 : ensembles atteignables

{
ut = c(x , t)|Du|
u(x , 0) = u0(x)

gouverne

{
Γt = {u(·, t) = 0}
Ωt = {u(·, t) > 0}

Ωt est l’ensemble atteignable d’un système de contrôle :{
x(t) : x ′(s) = c(x(s), s)a(s), 0 ≤ s ≤ t, x(0) ∈ Ω0,

a ∈ L∞, |a| ≤ 1,
}

−x ′(t)

x(t)
Ωt

x(0)
Ω0

Principe du maximum de Pontryagine : il existe un adjoint p t.q.{
x ′(s) = c(x(s), s) p(s)

|p(s)|
−p′(s) = Dc(x(s), s)|p(s)|
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