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Qui a raison?

F1GURE: L'exemple d'un pipeline et de I'arbre bronchique
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Introduction
Modélisation inverse en sc. du vivant
Optimisation de forme

Principe de modélisation inverse

QUESTION

Les formes présentes dans la Nature tentent-elles d'optimiser un
certain critere ?

@ On considére un organe ou une partie du corps humain.

@ On écrit un modeéle mathématique (par exemple une EDP)
traduisant le comportement de cet organe.

@ On imagine un critére (numérique) que la Nature pourrait
vouloir optimiser.

@ On résout le probleme d'optimisation de formes
correspondant.

@ On compare avec les formes réelles.
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Introduction
Modélisation inverse en sc. du vivant
Optimisation de forme

Problemes d'optimisation de forme

COMMENT LES DEFINIR ?

@ Choix d'un modeéle, par exemple une EDP qui permet
d’'analyser physiquement le comportement d'une structure.

@ Choix d'un critére (ou fonction objectif), a minimiser ou
maximiser.

@ Choix d'un ensemble de formes admissibles, tenant compte
d'éventuelles contraintes.

Exemple : le probléeme du cantilever (minimisation de la
compliance, représentant le travail des forces extérieures exercées
sur le solide, sous contrainte de volume).

Journée d’équipe IRMAR



Introduction
Modélisation inverse en sc. du vivant
Optimisation de forme

Les outils : dérivation par rapport au domaine (1)

—— Murat-Simon, Sokolowski-Zolésio, etc.

Soit g, un domaine de référence. On considere des perturbations
du type :

Qg := (Id + 6)(Q), avec # € WH2(RN RN),
— Si [|0]| wrco@v rvy < 1, Id + 6 est un difféomorphisme de RN,

Id 40
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Introduction
Modélisation inverse en sc. du vivant
Optimisation de forme

Les outils : dérivation par rapport au domaine (2)

Définition.
La dérivée d'une fonction Q —— J(2) par rapport au domaine est
le différentielle au sens de Fréchet, en O de I'application :

0 — J(Qp) = J((Id +6)(0)) -

Exemple. Si Q est un ouvert borné de classe C? (ou convexe) et si
Ak(S2) (k™€ valeur propre du Laplacien-Dirichlet) est simple,
alors :

@)= [ (%)2 V- n)do,

avec V, une perturbation réguliere du domaine.

Journée d’équipe IRMAR



La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Les modeles mathématiques et physiques (1)

@ U = ensemble des ouverts simplement connexes de R3 dont
I'entrée E et la sortie S sont fixées.

@ On suppose que Q2 € U est parcouru par un fluide newtonien
incompressible visqueux, gouverné par les équations de
Navier-Stokes.

@ u = u(xy, x2, x3) = vitesse du fluide et p = p(x1, x2,x3) =
pression du fluide.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Les modeles mathématiques et physiques (2)
L'EDP

Le fluide est régi par I'EDP de Navier-Stokes :

{ —pAu+Vp+[u-Vul=0 xeQ

divu=0 x e

Conditions au bord

O A I'entrée : on suppose connue la vitesse du fluide (profil
parabolique).

@ Sur la paroi latérale : on impose une condition de non
glissement (i.e. vitesse nulle sur le bord).

O A la sortie : on impose une condition de contrainte normale.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Les modeles mathématiques et physiques (3)

Le critere

On définit :
o Tenseur des déformations : e(u) = £(Vu + (Vu) 7).

@ Tenseur des contraintes de Cauchy : o(u, p) = —ph + 2pe(u).

Un critére raisonnable d'un point de vue physique est :

J(Q) = 2/1,/5.2 le(u)2dx |
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La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Les deux directions envisagées

© Une approche théorique. (collaboration avec Antoine
Henrot)
Est-ce que le cylindre est une forme optimale pour minimiser
I'énergie dissipée par un fluide?

© Une approche numérique. (collaboration avec Benjamin
Mauroy)
Quelle forme doit-on donner a une bifurcation (par exemple la
trachée et les bronches souches) pour minimiser I'énergie
dissipée par un fluide?
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La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

La forme optimale d'un tuyau

@ Une question naturelle : est-ce que le cylindre minimise
I'énergie de dissipation du fluide?
@ On considére un cylindre de longueur L > 0 et rayon R > 0.
E
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (1)
L'EDP posée sur le cylindre

—pAu+Vp+[u-Vul=0 xeQ

divu=20 x e

u=ug xeE

u=20 x € I (Non glissement)
o(u,p)-n=0 x € S (flot normal),

avec

@ ug = profil de vitesses parabolique;

e o(u,p) = —pl + pu(Vu + (Vu)T) = tenseur des contraintes.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (2)

On rappelle que :

J(Q) = 2”/9 |e(u)[?dx.

Théoréme. Un résultat de non optimalité (A. HENROT, Y.P.)

Le cylindre n’est pas solution du probleme d’optimisation :

min J(Q2)
Vol(€) est fixé.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (3)

Les grandes étapes de la preuve (1)

o Etape 1 : calcul de la dérivée de forme.
On pose f(t) = J((I + tV)Q), pour t petit et V, un champ de
vecteurs réguliers.
La dérivée de forme du probleme est :

£(0) = dJ(Q, V) = 21 /r (c(u) : e(w)dx — [=(u)[) (V - n)do,

ou v est solution d'un probleme adjoint (~ Navier-Stokes

linéarisé) :
—puAv+v-Vu—u-Vv+Vg=-2uAu xe
divv=0 x e
(PA) v=_0 xe EUT
o(v,q) -n+(u-n)—4pe(u) - n=0 xeS.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (4)

Les grandes étapes de la preuve (2)

o Etape 2 : Analyse mathématique du probleme adjoint.
Un résultat de symétrie : il existe trois fonctions w, ws et g
t.q. V(x1,x2,x3) € Q :

o vi(x1,x2,x3) = xjw(r,x3), i € {1,2}.
o v3(x1,x2,x3) = ws(r, x3),
o g(x1,x2,x3) = §(r,x3).

De plus,

(v,q) € CHQ) x C°(Q).
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (5)

Les grandes étapes de la preuve (3)

o Etape 3 : condition d’optimalité.
On utilise le résultat de symétrie précédent.
Il existe A € R tel que :

dJ(Q,V) = )\/(V “n)ds,
r

qui se réécrit :

0V3
on

=0surl|
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (5)

Les grandes étapes de la preuve (3)

o Etape 4 : Conclusion. On introduit les fonctions :

wo(r,x3) := /0X3 w(r,z)dz et ¢¥(z) = / (G — 2cr’wy)rdrd.

La fonction v est affine.

Idée de la preuve. On applique I'opérateur de divergence a
I'EDP :

—puAv+Vg+Vu-v—Vv-u=-2uAu,

puis, on intégre sur une tranche du cylindre.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Le cylindre est-il optimal ? (6)

Les grandes étapes de la preuve (4)

Ingrédients pour conclure :

— Le couple (v, q) est C! x C° dans Q.
— On intégre I'EDP donnant v3 séparemment sur E et sur S.

— On utilise la condition surdéterminée % =0surl.

On obtient :

Y'(L) = —16pcmR? | et |4/(0) = —8ucmR? |

1) est affine, donc c’est absurde!
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Extension du résultat précédent

Théoreme. (A. HENROT, Y.P.)

Le cylindre n'est optimal :

@ ni pour un systeme de Navier-Stokes, en 2D et en 3D ;

@ ni pour un systeme de Stokes, en 2D et en 3D.

—— Une question naturelle : I'optimum est-il a symétrie
cylindrique ?
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La forme optimale d’un tuyau Les modeéles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Symétries de I'optimum (1)

Uniquement dans le cas d'un systeme de Stokes, on sait établir le :

Théoreme. (A. HENROT, Y.P.)

Il existe un domaine € minimisant |'énergie de dissipation sous
contrainte de volume qui possede un plan de symétrie passant par
les centres des disques E et S.

— Un élément de réponse a la question : I'optimum est-il a
symétrie cylindrique ?

G. Arumugam et O. Pironneau ont montré que dans le cas d'un
régime de Poiseuille (flux proportionnel a la différence de pression
entre |'entrée et la sortie du conduit), on améliore le critere J en
créant des riblets.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Symétries de I'optimum (2)

Soit €2, une solution du probleme d'optimisation de forme.
o Etape 1 : Sélection d’un domaine de mesure |Q|/2.
L'existence est assurée, en balayant €2 a I'aide d'un plan
passant par les centres des disques E et S.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Symétries de I'optimum (3)

o Etape 2 : “Symétrisation” du domaine Q.

On a l'existence d'un plan coupant Q en deux domaines de méme
mesure 1 et (5.

Si / le(u)2dx < / 2(u)|?dx, on pose :
. Ql . Q2

Slx) — u(x) sixe et Blx) — p(x) sixe
u(x) = { u(o(x)) sixea() tp(x) { p(o(x)) sixeo()

ol o est la symétrie par rapport au plan coupant  en deux
domaines de méme mesure, et Q = Q5 U o ().
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Symétries de I'optimum (4)

o Etape 3 : Conclusion.

JQ) = u‘(ﬁlil?zo <2/,L/§\E(u)\2dx>
2/,L/§\E(ﬁ)|2dx
J(9Q)

IN

IN

— Q est admissible (|Q| = [)).
— Les inégalités précédentes sont des égalités.

Q minimise le critere J dans la classe des formes admissibles.
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La forme optimale d’un tuyau Les modeles mathématiques et physiques
La forme de la trachée

Symétries de I'optimum (5)

— Peut-on prouver cette propriété pour tous les minimiseurs de

ce probleme?
Oui, si le minimiseur Q est C2 en utilisant I'analyticité des solutions

du probleme de Stokes.

Problémes ouverts

@ Quid du cas Navier-Stokes ? (La technique de “symétrisation”
ne fonctionne pas a priori.)

@ Peut-on montrer des propriétés de symétrie plus fortes dans
les cas de Stokes et Navier-Stokes ?
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Retour sur la forme optimale d'un tuyau

Confirmation numérique du résultat de non optimalité
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers une bifurcation? (1)

Quel choix de modélisation ?

o(u,p)n=0
=ty
u=20
u=20

o(u,p)n=0 o(u,p)in=0

FIGURE: Les différentes conditions au bord envisageables
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers une bifurcation ? (2)

Un algorithme de type Lagrangien augmenté

On se donne 7 > 0 et egtp.
On définit le Lagrangien augmenté du probleme :

Lp(2, 1) = J(Q) + p(mes (2) — Vo) + g (mes (Q) — Vo)2.

Description de I’aIgorithmeI

— Initialisation. On se fixe Q (initialisation de I'arbre) et
o € R.

— Itération m : une méthode de gradient

— Calcul de la direction de descente : —V Ly(Q2pm, ttm)-

@ Résolution du probleme de Navier-Stokes (solution up,).
@ Résolution du probleme adjoint (solution vp,).
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers une bifurcation 7 (3)

—— Détermination du déplacement d,,. Nous choisissons d,
solution de :

(dm, W) p1(0,) = — VL (Qm, fim) - wds, Yw € B(Q,),
Mm

avec B(Q,) « {w e H(Qm) | w5 = 0}.
On a ainsi :

0< (dm7dm>H1(Qm) = - v»Cb(Qmaﬂm) -dmds

M'm
= _<d['b(Qma Nm)a dm>'
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers une bifurcation ? (4)

— Détermination du domaine Qi1 @ Qmi1 = (I + emdm)(Qm).
— Réinitialisation du multiplicateur de Lagrange :

Pm+1 = pm + T (mes (Qmi1) — Vo)

— Critére d'arrét.
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La forme optimale d’un tuyau
La meilleure bifurcation

Recherche numérique d’optimums

Comment dissiper un fluide a travers une bifurcation 7 (5)

Quelques résultats numériques

Variations du criere |

Variations du volume
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FIGURE: A droite, volume en fonction des itérations et a gauche, critére
en fonction des itérations
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers un arbre? (1)

@ Cas d'un arbre traversé par un fluide Poiseuille (avec Xavier
Dubois de la Sabloniere, Supélec) : étude théorique du
probléeme d’optimisation de forme. (existence d'une suite
minimisante fermant toutes les branches de I'arbre sauf une)

@ Cas d'un arbre traversé par un fluide Navier-Stokes (avec
Benjamin Mauroy, CNRS) : étude numérique. (confirmation
du résultat obtenu dans le cas Poiseuille)
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La forme optimale d’un tuyau
Recherche numérique d’optimums La meilleure bifurcation

Comment dissiper un fluide a travers un arbre? (2)

1o

—— un tube

P21 P22 P23 P24
FI1GURE: Un exemple d'arbre dichotomique a trois générations
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Perspectives

Perspectives (1)

@ Le conduit cylindrique serait-il optimal pour d'autres données
raisonnables en entrée et en sortie?

@ L'étude d'un autre critére peut sembler intéressante :

h(Q) = /Sp(s)ds - /Ep(s)ds (perte de charge)

o Retrouve t-on la forme de I'arbre bronchique si I'on minimise
ce critére dans une classe raisonnable ?

° Egalement intéressant pour traiter des problemes de design
optimal (optimisation de la forme d'une pompe de fonds de

puits).
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Perspectives

Perspectives (2)

o h(Q):= /89 |o(u, p)|?dx. (contraintes)

Application au probleme de la coarctation de I'aorte.
= Travail en cours avec Benjamin MAUROY.

COARCTATION DE L'AORTE
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Merci de votre attention'
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