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Coque axisymétrique

On considére une coque axisymétrique de demi-épaisseur € :
X1 (p,2) €]0,2m] x I — (f(z) cos @, f(2) sin p, 2)

Coordonnées normales :

—f(z) cos f'(z) cos XA X
Xp=| f(2)sinp | x.= [ F(z)sinp | N= W
0 0 v
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Coque axisymétrique

QF est défini par :
(p,2,x) € 1 x[0,27] x [—¢,¢e] = X(p,2) + x3N(z, @)

On décompose le déplacement u = (uZ, u?, u3) selon les vecteurs de base :

XZ7X907

y=1(2)

N7

@

Coque axisymétrique
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Systeme de Lamé
Lamé 3D

Trouver A € Retu € V={u € H'(Q°)?, u|,—+1 = 0} tels que :

Vv € V,/ AMej(u)ey(v) av = Auv' av
€ Q¢

avec la matrice de rigidité

Al — L) =) (2d'd" + (1 — 2v)(a*d' + 4'aY))

ou (a’) est l'inverse du tenseur métrique
E et v sont le module de Young et le coefficient de Poisson
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Systeme de Lamé
Lamé 3D

et le tenseur de déformation :
1
ej(u) = E(V,-u,- + Viu)

La dérivée covariante est définie par : Vu; = Oju; — rf/‘.uk
avec les symboles de Christoffel :

1
rf]‘ = Eak’((?,-a,-, + 8/'3// - 8/af/')

Les couches limites
0000000000
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Transformation de Fourier angulaire

y=1f()
Diminution de la dimension du probléme :

N7

@

Coque axisymétrique

On effectue une transformée de Fourier en la fréquence
angulaire k : 0, = ik.
On travaille alors dans le domaine méridien.
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Opérateur de Koiter

Développement asymptotique en €
» opérateur de Koiter 1D :

a [k] == an[K](u, v) + %ap[K](u, v)

ou:

® a,|k] est l'opérateur de membrane sur Hy X Hy X L?(1)

Les couches limites
0000000000
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Opérateur de Koiter

Développement asymptotique en €
» opérateur de Koiter 1D :

a [k] == an[K](u, v) + %ap[K](u, v)

ou :
® a,|k] est l'opérateur de membrane sur Hy X Hy X L?(1)

@ ayk] est l'opérateur de flexion sur Hy X Hy x H; (/)
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Vu,v € Hy x Hy x L2(1),

an[K](u, v) = /IM[k]u vl

Vu,v e H) x Hy x H(1)

aslk] (s, v) = /IB[k]u vl

o2 [k (u, v) = /, (M[K] + B[K])u v di
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La membrane

Les ordres de dérivation de la membrane et la flexion sont :

Mk : Bl[k] :

_ A N

1
2
0

o O =
o O O
N NN O
A~ DD O

On décompose M[k] selon les puissances de k :

M{[k] = k*M, + kM, + M,

Les couches limites
0000000000
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Développement pour k grand

Nous souhaitons résoudre le probléme aux valeurs propres
M{k]ulk] = A[k]Au[K]

avec

1 1
ull] => tn et A[K] = Ky e

On choisit de prendre Ay = Ay = 0 et 1y # 0.
A est une matrice de masse issue de la géométrie.

Les couches limites
0000000000
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La membrane

Théoréme
Il existe des opérateurs Vi [k] : C°(R) — C*°(R)?
etLiy[k] : € (R) — C*(R) tels que :

M[k]u[k] = A[k]Aulk]

u[k] = Vin[KIC[K]
= { Lo KIC[K] = A[KIC[K]

et l'opérateur Ly, [k] s’écrit sous la forme :

1 1
Lm[k] = Lmyz(Z) + ELmA(Z, 82) + FLHLG(Z, 82) =+ ...

Les couches limites
0000000000
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La membrane

La matrice de la membrane périodisée pour le cylindre de rayon R s’écrit :

1— 1 .
-2+ HK —IHiko, %o,
_ 1+v . 1 .2 1—v 92 ik
Mlk] = —5rz kO, a k= SF00 — &
ik 1
70- G 7

(z) = 0= L[k = %(1 —VA)RPO: + ...
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On a I'estimation d’énergie suivante pour la membrane :

C
am[k](u, u) > FH"”IZ-I‘XH‘XLZ(I)

On va exhiber une famille de quasimodes en %
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Développement pour k grand

000000000

Les premiéres composantes du développement de u et A sont :

—80,C0 + ...
Blo+ ...
Co+ ..

1 1
AA - ;ZUXG + ;€7x8 %— oee

ol \g est valeur propre du systéme :

(11— VZ)RZa;Co = XeCo

Co(ZH) = 8ZC0(:E1) =0

Les couches limites
0000000000
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Quasimode

Théoréme

Soit A[k] € R une valeur propre de Ly, [k] et ([k] € C*°([—1, 1]) un vecteur
propre associé.
Alors pour tout N > 0 avec

AM[K] = 22 + Z KN
j>6
il existe une fonction ulM[k] € H} x H} x L2(/) telle que :

(MK = AM[KA) [kl 295 < 06 |ul K] [ 125

(AM(k), ulM(k)) est appelé un quasimode de I'opérateur de membrane
M[k].
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La membrane : numérique

Le domaine est le segment [—1, 1] que 'on découpe en segments réguliers.
On utilise MELINA pour calculer les valeurs propres :

On implémente la formulation variationnelle an, [k](u, v) et les conditions aux
bords : u* = u¥ = 0.
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Membrane R=2 Gauss-Lobatto log10(vp) vs log10(k)

log10(vp)

14 ! I I I I I I I I
2 2.1 2.2 2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.8 29 3

log10(k)
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Iog10(max(ua|p"a)./max(ur))

-1.5

Membrane R=2 Iog10(max(ualpha)./max(ur)) vs log10(k)

6 I I I I

L L L L L
2 2.1 22 23 24 25 26 27 238 2.9 3
log10(k)
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Systéme de Lamé
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Le cylindre
0000000

Lopérateur de Koiter
®0000

Développement pour k grand

Lopérateur de flexion

Numérique : Lamé
000000000

Les couches limites
0000000000

La matrice de I'opérateur de flexion pour le cylindre s’écrit :

0

—(

4(

2ik
3R®

k2
3R6

82

0
KT 1—7'/82)
_ 2K _ 2ik
3R° 3RS

)

0
2ik g2 20K 2k
3R~z 3R5 3R5
194 2K? 2 4 K
382 3928 3R*
1 2u g2
=t 202
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Développement pour k grand

Lopérateur de flexion

Lorsque k est grand, le terme dominant est de I'opérateur de flexion est :

0 0 0
K 1—v g2 2ik 92 2ik® _ 2ik
0 4( 3RS 6R* ) 3R8 g 3R° 3R°

2ik e 2iK° _ 2ik) 14 2 ge 4 K
0 (31513(9 T 3RS 3H5) 8z 3/?2a 3R%

2K2
+ —I— ="t 3?82

et la plus petite valeur propre de la membrane se comporte en %
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Développement pour k grand

Lopérateur de flexion

La plus petite valeur propre de I'opérateur de Koiter est de la forme :

)\m,G _.I_ €2L4
K4 3R*

minimum comme fonction de k ?

= &= /3\meRk *=CKk*

» développement asymptotique pour k grand de :

K[k] = M[K] 4 €®B[k] = M[k] + C*k °B[]
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Réduction du probleme

Théoréme
Il existe des opérateurs V ¢ [k] : C°(R) — C>*°(R)?

etLz[k] : C*°(R) — C*(R) tels que :

K[K]u[k] = [k]u[K]

{ ulk] = V[K]C[A]
L [KIC[K] = AlKICTA]

et l'opérateur L [k] s’écrit sous la forme :

1
Lf{[k] = FLR,G(Z’ 82) 4+ ...

Les couches limites
0000000000
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Relations entre les opérateurs de la membrane et de Koiter :

CZ
Lig = (1 =" )R, + = Lins + Ams

)‘f{,s =2\
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Expériences humériques

Le systéme de Lamé

Le domaine est le rectangle 2¢ X | que I'on découpe en rectangles. On utilise
MELINA pour calculer les valeurs propres. On implémente la formulation
variationnelle de Lamé et les conditions aux bords : v = u¥ = ® = 0.
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Expériences humériques

Le systéme de Lamé

On observe la convergence des valeurs propres du systéme de Lamé vers

celles de la membrane lorsque la demi-épaisseur € de la coque tend vers zéro
et ce pour tous les k.
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Expériences numériques

Le systéme de Lamé

R=2 k=10 vp / vp membrane vs epsilon

0.5 T T
—O— vpi
0.45- — vp2
—6— vp3
0.4r —O— \p4
0.35-
0.3
2 025
0.2
0.151
0.1+
0.0 ‘Me’e M
9 *—‘Q’k

¢
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
epsilon
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Lameé

log10(eigenvalue) vs k and log10(epsilon)

3.5
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Pour ¢ fixé, on regarde la fréquence angulaire k atteignant le minimum de la
valeur propre A :
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Le systéme de Lamé
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Pour ¢ fixé, on regarde la fréquence angulaire k atteignant le minimum de la
valeur propre \ :

on trouve que ces k se comportent en £~ '/4.
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argmink(vp)

35

30

o

Membrane

R=2 argmink(vp) vs epsilon

25 B
o
20 o b
o
o
o
o O
15 B
[}
10 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3.5
epsilon x10°
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log1 O(argmink(vp))

Membrane R=2 Iog10(argmink(vp)) vs log10(epsilon)

1.451

1.35-

o argmin
~ pente - 0.28

1.25
4

Il Il
-3.8 -3.6 -3.4 -3.2 -3 -2.8
log10(epsilon)
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log10(eigenvalue)

log10(eigenvalue) vs log10(epsilon) for some k

-25

-2 -15 -1 -0.5 0
log10(epsilon)
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log10(eigenvalue)

log10(eigenvalue) vs k for some epsilon

= epsilon=1

= epsilon=6e-2

S = epsilon=1e- 4
~~ = = = membrane

= epsilon=2.6e~1

= gpsilon=1.5e-2
= epsilon=6.7e-3
epsilon=2.7e-3
—— epsilon=7.9e- 4
= gpsilon=2.5e- 4

-6
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Les couches limites

Les conditions au bord ne sont pas satisfaites dans I'algorithme précédent
puisque 'espace variationnel est H) X Hy X HZ.

On regarde les plus grands ordres de dérivation en z de la flexion et de la
membrane dans la composante (3,3). o
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Les couches limites

Les conditions au bord ne sont pas satisfaites dans I'algorithme précédent
puisque 'espace variationnel est H) X Hy X HZ.

o
On regarde les plus grands ordres de dérivation en z de la flexion et de la
membrane dans la composante (3,3). o
On veut harmoniser : ]
4
1 et Eaz

Changement d’échelle :

Z=kK56(1—2) avecd = =1
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Les couches limites

kK 0 O
v=D,v avec D, = 0 kK O
00 1

et on résout le systeme :
v5, AN —1 2y
K'v=D,'K D, 'v= \kD,%Av

ou )\[k] a été déterminé dans le développement asymptotique précédent.
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Les couches limites

Proposition
Pour cs, ¢, € R et G = (Gz, Gy, Gs3) € C°(R™)® exponentiellement
décroissant, il existe une unique fonction ¥° € C>°([0, +o0[)?
exponentiellement décroissante solution du systeme :
S0 3 52
K, v’ = Gsur |0, 4+00[
Vg(é) = C3 82V2(5) — Cp
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Les couches limites

Construction du modéle d’expansion :
Trouver (ulk], v[k]) tel que :

K[K]u[k] — A\[K]Au[k] =0
K [K]v]k] — A[K|AD2v[K] = 0

(5.1)
ulk]ls + v’ [K]lo = 0

0, uslk]|s + azvg[kﬂo =0, 0=t
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Les couches limites

Théoréme

Existence d’une solution

Il existe une unique série formelle de réels \[k] et un unique couple de séries
formelles ([k] € C®°(R™) et v[k] € C°(R™)* exponentiellement
décroissante solutions du systéeme 5.1.
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Pour que cela ait un sens on pose :

x[K] = Z(uj(z)+X(1 —2)vj(K*(1=2))+x(—1+2)v (K (—1+2)))k
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Les couches limites

Théoréme
Développement asymptotique d’un quasimode.

Soit A[k] une valeur propre de I'opérateur L [k] et  un vecteur propre
associé.

Alors pour tout N > 0 avec

N
MK =Y kA,
=0

il existe une fonction x"[k] € H} x Hy x H? telle que :

(KK — kAN A)x [kl azye < K= 1Tk ey
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Dépendance en k du minimum a € fixé :
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Dépendance en k du minimum a € fixé :
> nouvelle occurence de la sensitivité des valeurs propres.
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@ Autres types de coques : elliptique (tonneau), hyperbolique (caténoide).

Caténoide

48/49



Merci de votre attention
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