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1

coque mince = surface épaissie

matériau élastique homogène isotrope

problème d’élasticité linéaire :

déplacement de la coque encastrée soumise à des forces

volumiques

coque axisymétrique

comparaison des éléments propres après transformation de

Fourier angulaire :

d’un modèle 2D lorsque l’épaisseur tend vers zéro
d’un modèle limite 1D
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volumiques

coque axisymétrique
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Coque axisymétrique

On considère une coque axisymétrique de demi-épaisseur ε :

X : (ϕ, z) ∈ [0, 2π]× I → (f(z) cosϕ, f(z) sinϕ, z)

Coordonnées normales :

Xϕ =

−f(z) cosϕ
f(z) sinϕ

0

 Xz =

f ′(z) cosϕ
f ′(z)sinϕ

0

N =
Xϕ ∧ Xz

||Xϕ ∧ Xz ||
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Coque axisymétrique
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×

2ε
z

y = f(z)

ϕ

N

Xz
Xϕ

Coque axisymétrique

1

Xz , Xϕ,N

Ωε est défini par :

(ϕ, z, x3) ∈ I × [0, 2π]× [−ε, ε]→ X(ϕ, z) + x3N(z, ϕ)

On décompose le déplacement u = (uz , uϕ, u3) selon les vecteurs de base :
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Système de Lamé
Lamé 3D

Trouver λ ∈ R et u ∈ V = {u ∈ H1(Ωε)3, u|z=±1 = 0} tels que :

∀v ∈ V ,

∫
Ωε

Aijkleij(u)ekl(v) dV =

∫
Ωε

λuiv
i dV

avec la matrice de rigidité

Aijkl =
E

2(1 + ν)(1− 2ν)
(2aijakl + (1− 2ν)(aik ajl + ailakj))

où (aij) est l’inverse du tenseur métrique

E et ν sont le module de Young et le coefficient de Poisson
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Système de Lamé
Lamé 3D

et le tenseur de déformation :

eij(u) =
1

2
(∇iuj +∇jui)

La dérivée covariante est définie par : ∇iuj = ∂iuj − Γk
ij uk

avec les symboles de Christoffel :

Γk
ij =

1

2
akl(∂iajl + ∂jail − ∂laij)
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Transformation de Fourier angulaire
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2ε

1

×

2ε
z

y = f(z)

ϕ

N

Xz
Xϕ

Coque axisymétrique

1

On effectue une transformée de Fourier en la fréquence

angulaire k : ∂ϕ = ik .

On travaille alors dans le domaine méridien.

Diminution de la dimension du problème :
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Opérateur de Koiter

Développement asymptotique en ε
I opérateur de Koiter 1D :

aεK [k] := am[k](u, v) + ε2ab[k](u, v)

où :

am[k] est l’opérateur de membrane sur H1
0 × H1

0 × L2(I)

ab[k] est l’opérateur de flexion sur H1
0 × H1

0 × H2
0 (I)
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Ecriture matricielle

∀ u, v ∈ H1
0 × H1

0 × L2(I),

am[k](u, v) =

∫
I

M[k]u v dI

∀ u, v ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0 (I)

ab[k](u, v) =

∫
I

B[k]u v dI

aεK [k](u, v) =

∫
I

(M[k] + ε2B[k])u v dI
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La membrane

Les ordres de dérivation de la membrane et la flexion sont :

M[k] :

2 1 1

1 2 0

1 0 0

 B[k] :

0 0 0

0 2 2

0 2 4


On décompose M[k] selon les puissances de k :

M[k] = k2M0 + kM1 + M2
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Développement pour k grand

Nous souhaitons résoudre le problème aux valeurs propres

M[k]u[k] = λ[k]Au[k]

avec :

u[k] =
∑

n

1

kn
un et λ[k] = k2

∑
n

1

kn
λn

On choisit de prendre λ0 = λ1 = 0 et u0 6= 0.

A est une matrice de masse issue de la géométrie.
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La membrane

Théorème

Il existe des opérateurs Vm[k] : C∞(R)→ C∞(R)3

et Lm[k] : C∞(R)→ C∞(R) tels que :

M[k]u[k] = λ[k]Au[k]

⇔
{

u[k] = Vm[k]ζ[k]
Lm[k]ζ[k] = λ[k]ζ[k]

et l’opérateur Lm[k] s’écrit sous la forme :

Lm[k] = Lm,2(z) +
1

k2
Lm,4(z, ∂z) +

1

k4
Lm,6(z, ∂z) + ...
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Plan

1 Système de Lamé
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La membrane

La matrice de la membrane périodisée pour le cylindre de rayon R s’écrit :

M[k] =


−∂2

z + 1−ν
2R2 k2 − 1+ν

2R2 ik∂z − ν
R∂z

− 1+ν
2R2 ik∂z

1
R4 k2 − 1−ν

2R2 ∂2
z − ik

R3

ν
R∂z

ik
R3

1
R2


f ′′(z) = 0⇒ Lm[k] =

1

k4
(1− ν2)R2∂4

z + ...
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Estimation de la plus petite valeur propre

On a l’estimation d’énergie suivante pour la membrane :

Proposition

am[k](u, u) ≥ C

k4
||u||2H1×H1×L2(I)

On va exhiber une famille de quasimodes en 1
k4 .
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Développement pour k grand

Les premières composantes du développement de u et λ sont :

u =

 uz

uϕ

u3

 =

 −
R
k2∂zζ0 + ...

iR
k ζ0 + ...

ζ0 + ...


λ =

1

k4
λ6 +

1

k6
λ8 + ...

où λ6 est valeur propre du système :

(1− ν2)R2∂4
z ζ0 = λ6ζ0 ζ0(±1) = ∂zζ0(±1) = 0
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Quasimode

Théorème

Soit λ[k] ∈ R une valeur propre de Lm[k] et ζ[k] ∈ C∞([−1, 1]) un vecteur

propre associé.

Alors pour tout N ≥ 0 avec

λ[N][k] =
λ6

k4
+

N∑
j≥6

k−jλj

il existe une fonction u[N][k] ∈ H1
0 × H1

0 × L2(I) telle que :

||(M[k]− λ[N][k]A)u[N][k]||(L2)3 ≤ Ck−N+1||u[N][k]||(L2)3

(λ[N](k), u[N](k)) est appelé un quasimode de l’opérateur de membrane

M[k].
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La membrane : numérique

Le domaine est le segment [−1, 1] que l’on découpe en segments réguliers.

On utilise MELINA pour calculer les valeurs propres :

On implémente la formulation variationnelle am[k](u, v) et les conditions aux

bords : uz = uϕ = 0.

20/49
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La membrane
k grand
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Développement pour k grand
L’opérateur de flexion

La matrice de l’opérateur de flexion pour le cylindre s’écrit :

0 0 0

0 4( k2

3R6 − 1−ν
6R4 ∂2

z ) 2ik
3R3∂2

z − 2ik3

3R5 − 2ik
3R5

0 −( 2ik
3R3∂2

z − 2ik3

3R5 − 2ik
3R5 ) 1

3∂
4
z − 2k2

3R2∂2
z + k4

3R4

+ 2k2

3R4 + 1
3R4 − 2ν

3R2∂2
z


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Développement pour k grand
L’opérateur de flexion

Lorsque k est grand, le terme dominant est de l’opérateur de flexion est :

0 0 0

0 4( k2

3R6 − 1−ν
6R4 ∂2

z ) 2ik
3R3∂2

z − 2ik3

3R5 − 2ik
3R5

0 −( 2ik
3R3∂2

z − 2ik3

3R5 − 2ik
3R5 ) 1

3∂
4
z − 2k2

3R2∂2
z + k4

3R4

+ 2k2

3R4 + 1
3R4 − 2ν

3R2∂2
z


et la plus petite valeur propre de la membrane se comporte en 1

k4 .
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Développement pour k grand
L’opérateur de flexion

La plus petite valeur propre de l’opérateur de Koiter est de la forme :

λm,6

k4
+ ε2 k4

3R4

minimum comme fonction de k ?

⇒ ε =
√

3λm,6R2k−4 = Ck−4

I développement asymptotique pour k grand de :

K̃[k] = M[k] + ε2B[k] = M[k] + C2k−8B[k]
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Réduction du problème

Théorème

Il existe des opérateurs VK̃[k] : C∞(R)→ C∞(R)3

et LK̃[k] : C∞(R)→ C∞(R) tels que :

K̃[k]u[k] = λ[k]u[k]

⇔
{

u[k] = VK̃[k]ζ[k]
LK̃[k]ζ[k] = λ[k]ζ[k]

et l’opérateur LK̃[k] s’écrit sous la forme :

LK̃[k] =
1

k4
LK̃,6(z, ∂z) + ...
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Valeur propre de Koiter

Relations entre les opérateurs de la membrane et de Koiter :

LK̃,6 = (1− ν2)R2∂4
z +

C2

3R4
= Lm,6 + λm,6

λK̃,6 = 2λm,6
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5 Les couches limites

29/49
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Expériences numériques
Le système de Lamé

Le domaine est le rectangle 2ε× I que l’on découpe en rectangles. On utilise

MELINA pour calculer les valeurs propres. On implémente la formulation

variationnelle de Lamé et les conditions aux bords : uz = uϕ = u3 = 0.

30/49
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Expériences numériques
Le système de Lamé

On observe la convergence des valeurs propres du système de Lamé vers

celles de la membrane lorsque la demi-épaisseur ε de la coque tend vers zéro

et ce pour tous les k .
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Expériences numériques
Le système de Lamé
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Lamé
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Expériences numériques
Le système de Lamé

Pour ε fixé, on regarde la fréquence angulaire k atteignant le minimum de la

valeur propre λ :

on trouve que ces k se comportent en ε−1/4.
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−4 −3.8 −3.6 −3.4 −3.2 −3 −2.8 −2.6
1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

1.5

1.55

1.6

log10(epsilon)

lo
g1

0(
ar

gm
in k(v

p)
)

Membrane  R=2  log10(argmink(vp))  vs  log10(epsilon)

 

 

argmink

pente − 0.28

36/49



Système de Lamé Le cylindre L’opérateur de Koiter Numérique : Lamé Les couches limites

Lamé
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Lamé
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Les couches limites

Les conditions au bord ne sont pas satisfaites dans l’algorithme précédent

puisque l’espace variationnel est H1
0 × H1

0 × H2
0 .

On regarde les plus grands ordres de dérivation en z de la flexion et de la

membrane dans la composante (3,3).

On veut harmoniser :

1 et
1

k8
∂4

z

Changement d’échelle :

Z = k2δ(1− z) avec δ = ±1

40/49
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Z = k2δ(1− z) avec δ = ±1
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Les couches limites

v̌ = Dk v avec Dk =

 k 0 0

0 k 0

0 0 1
k


et on résout le système :

Ǩδ
v̌ = D−1

k K̃
δ
D−1

k v̌ = λ[k]D−2
k Av̌

où λ[k] a été déterminé dans le développement asymptotique précédent.
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Les couches limites

Proposition

Pour c3, cn ∈ R et Ǧ = (ǦZ , Ǧϕ, Ǧ3) ∈ C∞(R+)3 exponentiellement

décroissant, il existe une unique fonction v̌δ ∈ C∞([0,+∞[)3

exponentiellement décroissante solution du système :{
Ǩδ

0 v̌δ = Ǧ sur [0,+∞[
v̌δ3(δ) = c3 ∂Z v̌δ3(δ) = cn
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Les couches limites

Construction du modèle d’expansion :

Trouver (u[k], v[k]) tel que :

K̃[k]u[k]− λ[k]Au[k] = 0

K̃
δ
[k]v[k]− λ[k]AD−2

k v[k] = 0

u[k]|δ + vδ[k]|0 = 0

∂zu3[k]|δ + ∂zvδ3 [k]|0 = 0, δ = ±1

(5.1)
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Les couches limites

Théorème

Existence d’une solution

Il existe une unique série formelle de réels Λ[k] et un unique couple de séries

formelles ζ[k] ∈ C∞(R+) et v̌[k] ∈ C∞(R+)3 exponentiellement

décroissante solutions du système 5.1.
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Les couches limites

Pour que cela ait un sens on pose :

x[k] =
∑
j≥0

(uj(z)+χ(1−z)v j(k2(1−z))+χ(−1+z)v j(k2(−1+z)))k−j
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Les couches limites

Théorème

Développement asymptotique d’un quasimode.

Soit λ[k] une valeur propre de l’opérateur LK̃[k] et ζ un vecteur propre

associé.

Alors pour tout N ≥ 0 avec

λN [k] =
N∑

j=0

k−jΛj

il existe une fonction xN [k] ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0 telle que :

||(K̃[k]− k2ΛN [k]A)xN [k]||(L2)3 ≤ k−N+1||xN [k]||(L2)3
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Conclusion

Dépendance en k du minimum à ε fixé :

. nouvelle occurence de la sensitivité des valeurs propres.
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Conclusion
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Perspectives
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Caténöıde

1

Tonneau

1

Autres types de coques : elliptique (tonneau), hyperbolique (caténoı̈de).
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Fin

Merci de votre attention
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