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Position du probleme

/

diffraction

T

ondeincidente
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Position du probleme

L'onde diffractée u est solution du probléme aux limites

Au+ k*u=0 dans Qe,
Opu = f surl,

lim |8u — ikul*dy = 0.
R=00 Jjjz||=R

ou k > 0 est le nombre d’onde.
La donnée de f provient de I'onde incidente notée u;

f:_nUI
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Méthode CEFRI
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Méthode CEFRI

On se ramene a résoudre le probléeme suivant :

Au + k*u = 0 dans Q,
Opu = f surT,
(O —ik)u(x) =
(@ = iK) [ a0)om,Ge.9) ~ F)Gla.y)r () sur =

G étant la fonction de Green associée a |'équation de Helmholtz en 3D
définie par
etkllz—yll

G = = e =l
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Formulation variationnelle et discrétisation par éléments

finis

( Trouver u € H'(Q2) tel que pour tout v € H'(£2)
— k? €T —1 v(x)do(x
| Vet Vi@ — 12 [ @it — ik [ ul)iaoa)
- [ [ w0, K@ pirmint)

k /f )2 (= //f K (2, 3)d(y)5(2)do()

avec K défini par

K(x7y) = (871 - zk:)G(a:,y)

x

On aboutit au systeme linéaire suivant :

(A—CO)WU =F' — F*,
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Discrétisation par éléments finis

La matrice C' peut s'écrire sous la forme
C=M>"HM"

M*(resp M) étant la matrice de masse sur ¥ (resp sur I') et
Hij = 8nyjK($i7 yj).
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Discrétisation par éléments finis

La matrice C' peut s'écrire sous la forme
C=M>"HM"
M*(resp M) étant la matrice de masse sur ¥ (resp sur I') et

Hz'j = 8nyjK($i7 yj).

L'évaluation du produit de la matrice H par un vecteur donné est tres
couteuse. C'est la raison pour laquelle on fait appel a la méthode
multipdles rapide (FMM).
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Motivation a la FMM

Soit v un vecteur donné de R,

N
ZH(xi,yj)vj Vi = {1...N} ~ O(N?) opérations
j=1

Dans le cas ol H(z;,y;) = f(xi)g(y;) alors H = fgT.

Hv = fg"v=f(g")

=af ol « = (g,v) est un scalaire.

~» O(N) opérations
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Cas simple 1D :

Accélération des produits matrice-vecteur Mwv avec v un vecteur donné

1
Mij = —
Ti —Yj
Supposons la configuration suivante :
Bl B 2 B 3 B 4
L | + | | s |
] 2

Si x; € By de centre Cy et y; € By dans ce cas | Cy — x; |[<| Cy — yj |

M. — 1 _ 1 1
! _l‘i—CQ—FCQ—yj_CQ—yj 1_02—1’1'
Co —y;
. 1 i (CQ - xi>"
02 —Yj =0 02 —Yj
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Cas simple 1D :

> — ”J+Z

/yj€Bs i J3/y;€Ba T
[ Cy—x; \"
) —
> ot Y e z<02_y%)
i/vi€Bs J/y;€Ba n=0 J
1 Le v,
= Z x._yij“Z(CQ*xi)n Z (02_J)n+1
jlyieBs " n=0 3/Y;€Ba

Rania RAIS (IRMAR-LAMSIN) CEFRI-FMM 8 Avril 2010 11 / 32



Cas simple 1D :

> — ”J+Z

/yj€Bs i J3/y;€Ba T
[ Cy—x; \"
) —
> ot Y e z<02_y%)
i/vi€Bs J/y;€Ba n=0 J
1 Le v,
= Z x._yij“Z(CQ*xi)n Z (02_J)n+1
jlyieBs " n=0 3/Y;€Ba

o Complexité :O(5; 4 M.N.Ine1)
avec M : nombre de boites et N : nombre de points z; et y;.

e Complexité optimale : O(N%.lnsfl) pour un choix M = v/N.
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Cas de I'acoustique

But de la FMM : découpler [ et m dans I'expression de G(x; — yp,)

B Bm

* Série de Gegenbauer :|r| < |ro| avec r =1, — 1y

G(xz,ym): —k, U (klazy — ym|)
:%rk (= )(2Q+1) (k’TODJq(kW) (cos(r,m0))
q=0
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Cas de I'acoustique

* Formule de Funk-Hecke :

1 )4 . .
Jq(k|r]) Py(cos(r,ro)) = (i)/ Pq(cos(s,7“0))ezk<s’zl_Cl>e_lk<s’ym_c’”>ds
T Js

S étant la sphere unité de R3.
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Cas de I'acoustique

* Formule de Funk-Hecke :

1 )4 . .
Jq(k|r]) Py(cos(r,ro)) = (i)/ Pq(cos(s,7“0))ezk<s’zl_Cl>e_lk<s’ym_c’”>ds
T Js

S étant la sphere unité de R3.

~ ik<s,x;—C;> — k<8, Ym—Cm>
G($l7y’m,) ~ _77_(_ /U)pﬁl 8T ! T?”%(Sp)e RS, Ym m

avec

Q
T2(sp) = > _(=0)"(2q + 1) Py(cos(s, 7)) i (klro)
q=0
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Cas de I'acoustique

XE—— yl
\XN y2
G - y3 Cm
x&é
4 y/i
F1G.: Sans FMM : 16 intéractions
x1
N N
/Cl - y3—=Cm
x3 \
x4 v4

F1G.: Avec FMM : 9 intéractions
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Cas de I'acoustique

Pour un vecteur donné v

(Ho)y = (H)™ + (Hu)o"

avec

roche 0 .
(HU ;D h — Z Z <(8n —Zk)G({Bl,ym)>Um
B'ev(By) m/ymeB/ Tym %

ik3

. " c
(HO™ = e pr (1= < sp,ng, >)eh<mrm=C= 3™ TQ(s)
p=1 B'¢V(B;)
Z e~ Hh<spym=Cm> Sps Ny, > U
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Complexité FMM mononiveau

@ La complexité du produit matrice H par un vecteur donné est

N2
O(57 +NM)

N : le nombre de points sur chacun des bords > et T.
M : le nombre de boites contenants chaque bord ¥ et I'.

o Complexité optimale O(N3/2) pour un choix de M = +/N.
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Tests numériques :

But : Montrer la convergence de la FMM en fonction de @@ (parametre de
troncature de la série de Gegenbauer) quand le pas de la discrétisation est
dicté par k.

Présentation du calcul :

On se donne un point cible z; sur [(0 0 0), (1 0 0)] et des points sources
Ym sur un segment [(0 0.1 0.1) , (1 0.1 0.1)] et on calcule (HX); pour
tout [ ou X est un vecteur donné et H le noyau de couplage EF-RI.
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Tests numériques :

§ test1: 80points, k=50
10 T T

log10(err)
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Tests numériques :

. test2: 80points, k=0.5
10 T T

log10(err)
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Tests numériques :

Mise en ceuvre numérique avec le code MELINA développé par D. Martin

http ://perso.univ-rennesl.fr/daniel.martin/melina

Q) contient une couche d'éléments finis (2048 prismes d'ordre 1), I' est une
sphére unité, X est une sphere de méme centre que I'.
Erreur GMRES sans FMM = 0.21e-1

Q 4 8 12 16
Erreur multipbles 0.66e-2 | 0.97e-4 | 0.55e-5 | 0.le-5
Erreur GMRES+FMM | 0.19e-1 | 0.21e-1 | 0.21e-1 | 0.21e-1
T.GMRES+FMM (s) : 1.54 2.08 3.19 4.63

TAB.: Précision et temps de calcul en fonction de (), Cas 1024 points sur I" et 3.
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Tests numériques

k=41 | k=8.2
1024 pts | 4098 pts
Opérations communes (s) | Temps EF 0.36 3.09
Temps LU 0.16 2.8
Opérations Calcul noyau de green 8.40 136.43
GMRES sans FMM (s) Calcul matrice de green 0.37 19.17
Résolution 0.22 2.78
Opérations Précalculs 0.59 29.51
GMRES+FMM (s) Résolution 0.43 3.01

TAB.: Temps d'exécution pour GMRES et GMRES+FMM
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Cas de I'élecromagnétisme

Le probléme de Maxwell harmonique sécrit :

VAE—ikZu,H =0,
VAH+ikZ e, E =0,

0
avec k = w,/egup et Z = u—.
€0

En éliminant E ou H, on a une équation de second ordre :

1
V/\(E—V/\U)fk%}U:O ol

r

& =uret=¢€, pourU=F
& =¢epet (= puy, pourU = H.
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Cas de I'électromagnétisme

On s'intéresse a la résolution du probleme suivant

( VAE —ikZu,.H = 0 dans Q. = R3\Q,y,
V AH+ikZ ', E = 0dans (.,
(E)t=nAN(EAn)=0sur'jUS,

lim ]m\((ZHS/\—) E®) =0.

| o0 |z

I M
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Cas de I'élecromagnétisme

La résolution du probléme de Maxwell extérieur par la méthode CEFRI est
introduite dans :

e C. Hazard, M. Lenoir, On the solution of time-harmonic scattering
problems for Maxwell’s equations. SIAM J. MATH. ANAL. Vol. 27,
No. 6, pp. 1597-1630, Novembre 1996.

e J-M. Jin, J. Liu, A novel hybridization of higher order finite element
and boundary integral methods for electromagnetic scattering and
radiation Problems. IEEE Transactions on antennas and propagation.
Vol. 49, No. 12, Decembre 2001.
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Cas de I'électromagnétisme

Jin et Liu propose une formulation (E, H) :

VA (:Tv A E) — k?¢,E = 0 dans Qp,

VANANH)—EH =0dans Qp,

nA(EAn)=0surT'jUS,

ny A (EAng)+ Zns ANH =nx A ((tkZTJr + KMr) Any)
+Zns A (ikZ~ YT My — K Jr) sur 3.
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Cas de I'électromagnétisme

Les opérateurs intégraux proviennent d'une représentation intégrale fournie
par des formules dites de Stratton-Chu.

{ E(x) =ikZT Jp(x) + K Mrp(z),
H(x) = ikZ 'TMr(z) — KJr(z)Vz € 3.

avec Jr et Mr sont les courants magnétique et électrique circulant sur
I' =13 USp définis par Jr =n A H et Mr = E An. Les opérateurs T et
K sont définis : Vx € &

1

Tu(z) 12

Vo AVa A / Gk, |z — yl)u(y)dT(y)

et
Ku(x) = Va A / G (k. |z — yl)u(y)dT(y).
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Cas de I'électromagnétisme

Formulation en E dans Qp et Qp :

p

VA (erv A E) — k%, E = 0 dans Qp,

VA(VAE)—k?’E =0dans Qp,

nA(EAn)=0surlyUSp,

(VA E)Ans —ikns A (E Ang) = (k*TMpr — K(V A Mr)) Ans
L —ikny A ((T(V A Mp) — KMrp) A ny) sur X.

Notre but est de comparer la formulation en E avec celle en (E, H) en
terme de précision et du colits de résolution.
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Conclusions et Perspectives

@ Application de la FMM a CEFRI pour le probléeme de Helmholtz.

@ Vérification de I'efficacité de la FMM et "contréle” de I'instabilié
numérique.

o Utiliser la librairie MELINA-++ vu la limitation de I'allocation

dynamique de MELINA liée au spécificités du Fortran pour le cas du
probleme de Helmholtz.

o Contribution a I'intégration de la FMM dans MELINA-++.

@ Mettre en ceuvre la méthode FMM multiniveaux pour le couplage
entre éléments finis et représentation intégrale dans la résolution du
probleme de de Helmholtz et de Maxwell.

@ Impact de la FMM sur le spectre de la matrice du Couplage.
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Merci pour votre attention
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x10° valeurs propres des matrices C

20
O 1CEF
O 2CEF
) -
0 3CEF
151
9
0]
% 0
10r 00
g 00
o
g 0 o8
5) &
0 L
(] 0o
-5 L L L L L |
-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
real vp
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valeurs propres

0.04r
O vp(A)
003 0 vp(A-C)
o vp(C)

0.02F

-0.01F RS o QP o O
-0.021
-0.03f
-0.041

-0.051

-0.06 ' :
-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08
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Bessel et Hankel

-0.20 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

besselj(r)
bessely(2r)
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