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Introduction

@ Description du profil du potentiel de confinement dans les gaz d'électrons
bidimensionnel (2DEG).

o Le modéle Schrodinger-Poisson est I'un des modéles les plus utilisés pour décrire le
transport quantique balistique des particules chargées dans les semi-conducteurs.

o In [N. Ben Abdallah and E. Polizzi, 2002], an approximate quantum model , (less
expensive numerically than the 3D system) was derived and used to simulate
2DEGs.

@ [E. Polizzi, N. Ben Abdallah, 2001] : simulation des 2DEG par un modéle de
Schrédinger-Poisson approché tenant compte de maniére moyennée du potentiel de
confinement. Avantages : modéle précis et moins coliteux numériquement que le
modéle 3D.

o [N. Ben Abdallah, F. Méhats and O. Pinaud, 2004], [O. Pinaud, 2004].
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Introduction

@ Le profil de potentiel de confinement V. et son échelle de variations ¢ sont donnés :

. € 1 4 € € 4 >
0wy =—§Ax,z¢ + Vot + VEoy®,
€ 1 €12
= % R

e ()

avec x € R? et z € R (directions de transport et de confinement).
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Introduction

@ Le profil de potentiel de confinement V. et son échelle de variations ¢ sont donnés :
. 1
0 = —§Ax,zw5 + Ve + VEY©,
1
e _ - * wa 2 ,
4/ |x|? + 22 (W°1)
avec x € R? et z € R (directions de transport et de confinement).

o Le potentiel de confinement, V£, est donné par

Ve = ?VC(E)’ (1)

ol V. est une fonction donnée (profil du confinement) et ¢ est I'échelle spatiale de
ses variations (donnée).
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Introduction

@ Le profil de potentiel de confinement V. et son échelle de variations ¢ sont donnés :
. 1
0 = —§Ax,zw5 + Ve + VEY©,
1
e _ - * wa 2 ,
4/ |x|? + 22 (W°1)
avec x € R? et z € R (directions de transport et de confinement).

o Le potentiel de confinement, V£, est donné par

Ve = ?VC(E)’ (1)

ol V. est une fonction donnée (profil du confinement) et ¢ est I'échelle spatiale de
ses variations (donnée).

o But de ce travail : justification du scaling (1) par I'analyse d'un systéme S.P
unidimensionnel (suivant z) stationnaire.
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Position du probléme

@ Le systéme est supposé fermé et occupe l'intervalle [0, 1]. Les électrons se
répartissent sur des niveaux d'énergies discrets.
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Position du probléme

@ Le systéme est supposé fermé et occupe l'intervalle [0, 1]. Les électrons se
répartissent sur des niveaux d'énergies discrets.

@ Le potentiel de confinement, V.(z), vérifie

d2
dﬁp + Vepp = Epiop ze[0,1],
©p € H3(0,1), / PpPg = Opq
oo 2)
sd®V. —g _ ~ ¢ (
& —ZZe ?lopl?, Z—Zle P
V.(0) = 0, ddV (1) =o.
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Position du probléme

@ Le systéme est supposé fermé et occupe l'intervalle [0, 1]. Les électrons se
répartissent sur des niveaux d'énergies discrets.

@ Le potentiel de confinement, V.(z), vérifie

d2
dﬁp + Vepp = Epiop ze[0,1],
©p € H3(0,1), / PpPg = Opq
oo 2)
sd®V. —g _ ~ ¢ (
& —ZZe ?lopl?, Z—Zle P
V.(0) = 0, ddV (1) =o.

@ Le paramétre ¢ est calculé en fonction de la longueur de Debye adimensionnée :

3 _ Ap 2 _ ke Teoe, _ N
=000 Y=y "oy N=7
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Position du probléme

@ Le systéme est supposé fermé et occupe l'intervalle [0, 1]. Les électrons se
répartissent sur des niveaux d'énergies discrets.

@ Le potentiel de confinement, V.(z), vérifie

d2

dﬁp + Vepp = Epiop ze[0,1],
Pp € Ho (0,1), / ©pPq = Opq

PPv. 1R X (

3 e _ & 2 72 : &

—€ d=2 - E E € P|80P| ) Z= e ®
p—1 =1
dV.

V. =0, 1) =

©=0, @=o0

@ Le paramétre ¢ est calculé en fonction de la longueur de Debye adimensionnée :

3 _ Ap 2 _ ke Teoe, _ N
=000 Y=y "oy N=7

@ ¢ est supposé petit et nous étudions la limite e tend vers zéro. IRMAR
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Position du probléme

o Nous montrons que V. ~ V. tel que V. est solution de

d*@ . 5
B zﬁ:l +Vepr =641 z€][0,1],

“ d 1 1
& = inf {/ o' +/ VS¢2}7
peH2(0.1), ol 2=1 |/o 0

®3)

re
e =l

dz? 00 ’
. 2N
V.0)=0, “Z(1)=0

o Asymptotiquement, seul le premier niveau d'énergie est occupé. [E. Polizzi, N. Ben
Abdallah, J. Comp. Phys., 2005]

@ Nous montrons rigoureusement que ces deux modéles sont proches et nous estimons
leur différence en fonction de e.
IRMAR
ot
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probléme limite

D'autre part, on montre que V. — —ZUO( ) avec un profil, Uo, vérifiant
€

dzwl

+ Uothr = Expn € € [0, 400],

E +oo +o0
E = inf {/ [y’ [? +/ Uo¢2}7
YeHF®RY),|I¢]l2=1 (Jo 0 (4)

d? U
° = |yl

-
Uo(0) = 0, ‘Z?

e L*(RY).
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© Résultats principaux
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Etude du probléme limite

@ Les problémes initiale et intermédiaire sont bien posés. lls se reformulent en des
problémes de minimisation convexe [F. Nier, 1990].

o Le probléme limite est posé sur un domaine non borné [0, +o0].
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Etude du probléme limite

@ Les problémes initiale et intermédiaire sont bien posés. lls se reformulent en des
problémes de minimisation convexe [F. Nier, 1990].

o Le probléme limite est posé sur un domaine non borné [0, +o0].

Theorem (1)
Soit Jo(.) la fonctionnelle définie sur Hy(R*) par
1 Foo /12 oo
WU)=3 [ WP-EEY),
0
ot Ef°[U] est le mode fondamental de I'opérateur de Schrédinger. Le probléme limite

(4) admet une unique solution (Uo, E1, 1), et Up satisfait le probléme de minimisation
suivant :

Jo(Uo) = i_nf Jo(U).
UEH3(RT)
H}(RY) = {U € L}(RT), U' € L3(R"), U(0) =0, and U > 0} —AS
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Etude asymptotique

Theorem (2)

Soit V., V. et Uy les potentiels satisfaisant (2), (3) et (4) respectivement. Les
estimations suivantes sont vérifiées

[|Ve — ‘75||H1(0,1) = 0(e" 2),

~ 1 . _<
Ve — gUO(g)HHl(o,n =0(e"¢),
ol ¢ est une constante générique strictement positive et indépendante de e.
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Remarques sur le scaling

@ Soit (xp(Z), ) les éléments propres de fh—m + W avec conditions de Dirichlet

I Exe
2m dZ2

+ Wxp =Noxp: Z€]0,L]

@ La densité électronique est donné par

+oo
n(2) =3 nolxn(2)P

p=1

@ Dans le cas de statistique de Boltzmann,

_Ns /\p _+oo v
npfgexp<kaT), Z;exp( T )

ot N est la densité surfacique supposé donné (Ns = foL n(Z)dZ)

o Le potentiel electrostatique W vérifie

d*w e2 dw
a7z T, WO =07 (=0 IRMAR
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Remarques sur le scaling

@ On adimensionne ce probléme en posant,

S % €0,1], W(Z)=(ksT)V <%) » N =(keT)E, xp(2)= %% <%>

~

@ On suppose que
h2
2ml?
o (¢p, Ep, V) vérifie le probleme (2) avec

3_ (Ao 2 [k Teoer
£ _<L ) )\D— qu )

=kgT.

N . .
ou N = Ts est la densité volumique.
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© Eléments de preuve
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Etude du probléme limite

@ Pour tout U € L}, (RT), U > 0, le mode fondamental de I'opérateur de Schrédinger
est donné par :

+oo +oo
EX[U] = inf (/ [’ |? +/ U¢2) :
YEHFRY), 141l 2=1 \Jo 0

@ Ef°[U] n'est pas forcement une valeur propre (c'est la borne inférieure du spectre
essentiel).

@ Nous étudions les propriétés de Ef°[.] et nous établissons des conditions suffisantes
sur le potentiel pour que EF°[] soit atteint.
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Propriétés du mode fondamental de |'opérateur de Schrédinger sur [0, +oc0

@ La fonction U +— Ef°[U] est continue, concave, et croissante a valeur dans
R+ :=[0, +o0] t.q.

Er°[U] < limsup U().
£—+oo
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Propriétés du mode fondamental de |'opérateur de Schrédinger sur [0, +o00]

@ La fonction U — Ef°[U] est continue, concave, et croissante a valeur dans
Rt := [0, +oq] t.q.
Er°[U] < limsup U().
E—+o0
Q SiUc L (RT), U>0tq. E°[U] < liminfe oo U(€), alors E{°[U] est atteint
par une unique fonction positive 11 [U]. En plus,

dE1

Cluw = [ Ul P wde

¥V W in LZ(R")— (Principe de concentration-compacité [P. L. Lions, 84]).
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Propriétés du mode fondamental de |'opérateur de Schrédinger sur [0, +o00]

@ La fonction U — Ef°[U] est continue, concave, et croissante a valeur dans
Rt := [0, +oq] t.q.
Er°[U] < limsup U().
E—+o0
Q SiUc L (RT), U>0tq. E°[U] < liminfe oo U(€), alors E{°[U] est atteint
par une unique fonction positive 11 [U]. En plus,

dE1

Cluw = [ Ul P wde

¥V W in LZ(R")— (Principe de concentration-compacité [P. L. Lions, 84]).

© Soit U € Li.(RT) positive, limg_ 100 U(&) existe, U < lime_ oo U(E), et
Er°[U] = limg—j00 U(E). Alors,

[U]W—O

pour tout W € LZ°(RT).
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Propriétés du mode fondamental de |'opérateur de Schrédinger sur [0, +o00]

@ La fonction U — Ef°[U] est continue, concave, et croissante a valeur dans
Rt := [0, +oq] t.q.
Er°[U] < limsup U().
E—+o0
Q SiUc L (RT), U>0tq. E°[U] < liminfe oo U(€), alors E{°[U] est atteint
par une unique fonction positive 11 [U]. En plus,

dE1

Cluw = [ Ul P wde

¥V W in LZ(R")— (Principe de concentration-compacité [P. L. Lions, 84]).

© Soit U € Li.(RT) positive, limg_ 100 U(&) existe, U < lime_ oo U(E), et
Er°[U] = limg—j00 U(E). Alors,

da

Luw =0

pour tout W € LZ°(RT).
Q Pour tout o > 0,
S 4
E[ay/€] = a5 E°[/€]. e
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Etude du probléme limite (idées de preuve du Théoréme 1)

Rappel : Jo(Uo) = infyeja gy do(U), Jo(U) = 5 [ |U']* = E°[U].

@ Jo est continue, strictement convexe et coercive sur Hg (R™).

o L’équation d'Euler-Lagrange pour Uy est
dEf*
—Ug = —[Uo] > 0.
0 dU [ 0] =

Uo est une fonction concave, continue et |+im Us existe dans R*.

oo
@ Nous montrons en plus que E;°[Uo] < limyoo Uo ce qui implique que Ef°[Uo] est
atteint en une unique fonction positive ¥ et

dE®
du

[Uo] = |41 .
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o Changement de variables

QDP(Z) = %Tﬁp(g): Sp = El2Ep7 VE(Z) = %UE(EL gz g
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o Changement de variables

1 z 1 1 z z
wp(2) = Ewp(g): & = ?Epy Ve(z) = ?Us(g): §= P
- d? 1
- dgpzp + UEQ/)P = EPwP7 é S [07 g:| )
d? U -

LS e Pip, 2oy e
— = = e <2 'l/] Z = e <2 |
2 Pl

d¢ Zp:1 p=1
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o (Ep)p>1 sont simples, distincts et forment une suite croissante. En plus, 3 un gap
uniforme séparant E; et (Ep)p>o2.
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o (Ep)p>1 sont simples, distincts et forment une suite croissante. En plus, 3 un gap
uniforme séparant E; et (Ep)p>o2.

@ (€722 )p>2 sont tous donc négligeables devant le premier (p = 1) quand ¢ devient
petit.
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o (Ep)p>1 sont simples, distincts et forment une suite croissante. En plus, 3 un gap
uniforme séparant E; et (Ep)p>o2.

@ (€722 )p>2 sont tous donc négligeables devant le premier (p = 1) quand ¢ devient
petit.

o U. ~ U lorsque € — 0 avec

P 1
- d;ﬁl b U =Edr, e {0, g},
1 1
E — inf {/ |¢'|2+/ Dwz}, 5)
YeHF(0,2), llvll,2=1 | Jo 0
20 -
Tder T [
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Analyse asymptotique (étude formelle)

o (Ep)p>1 sont simples, distincts et forment une suite croissante. En plus, 3 un gap
uniforme séparant E; et (Ep)p>o2.

@ (€722 )p>2 sont tous donc négligeables devant le premier (p = 1) quand ¢ devient
petit.

o U. ~ U lorsque € — 0 avec

d2 o o~ 1
- d;ﬁl F O = B, e {0, g} :
1 1
B - inf / 2 +/ oy 5)
YeHF(0,2), llvll,2=1 | Jo 0
d? . ~
Tder T [
o U. — Up quand £ — 0. A
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona

A (1) = min A(8), Ao(thr) = min Ao(0)

PEHG(0,Mc), [l oIl 2=1 PEHF(RT), (|9l 2=1

ou (M. = %)

o) = [P 3 [ [ @0 minte, ded

a(@)= [ T1s©@rde 1 [ [ 80 mineo)dedc.
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

A (1) = min A(8), Ao(thr) = min Ao(0)

PEHF(0,Mc), [|¢ll 2=1 peHF(RY), 9]l 2=1

o) = [P 3 [ [ @0 minte, ded

a(@)= [ T1s©@rde 1 [ [ 80 mineo)dedc.

@ En utilisant ces reformulations et le fait que 11 décroit exponentiellement a I'infini,
on peut montrer que
2
=0(e” ),
L2(0,M,)

| 2. -
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona

A (1) = min A(8), Ao(thr) = min Ao(0)

peHZ(0,M.), |||l 2=1 SEHF(RY), ¢l 2=1
o (M. = 1)

o) = [P 3 [ [ @0 minte, ded

a(@)= [ T1s©@rde 1 [ [ 80 mineo)dedc.

@ En utilisant ces reformulations et le fait que 11 décroit exponentiellement a I'infini,
on peut montrer que

d - 2 c
—7z (U= — Wo) =0(e"<),
H d¢ L2(0,M.)
o Ceci implique que
~ 1 . _e —AS
|| VE — 72U0(7)||H1(0,1) = O(e € ) IRMAR
& £ —
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona . 3
J-(U:) = inf J(U), Je(U:) = inf )JE(U),

UeH:9(0,M,) UeHY:%(0,M,

Les fonctionnelles J. et J. sont données par

M. I g
Je(U) = %/0 |U/2+62|og<2e E )

p=1

1(U) = 5/0 U - EfU).
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona . 3
J-(U:) = inf J(U), Je(U:) = inf )JE(U),

UeH:9(0,M,) UeHY:%(0,M,

Les fonctionnelles J. et J. sont données par

M. I g
Je(U) = %/0 |U/2+62|og<2e E )

p=1

Je(U) = %/o V'R - B(U).

o Comparer U. et U. revient a comparer J.(U.) et J.(U.)
| Us — DE”%—Il(o,ME) < clJ=(U:) - JE(UE)|-
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona . 3
J-(U:) = inf J(U), Je(U:) = inf )JE(U),

UeH:9(0,M,) UeHY:%(0,M,

Les fonctionnelles J. et J. sont données par

M. I g
Je(U) = %/0 |U/2+62|og<2e E )

p=1

Je(U) = %/o V'R - B(U).

o Comparer U. et U. revient a comparer J.(U.) et J.(U.)
| Us — DE”%—Il(o,ME) < clJ=(U:) - JE(UE)|-

@ On a,
Je(Ue) < J(Ue) < Je(Ue) < Je(02).
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona o 3
J-(U:) = inf J(U), Je(U:) = inf )JE(U),

UeH:9(0,M,) UeHY:%(0,M,

Les fonctionnelles J. et J. sont données par

M. I g
Je(U) = %/o |U/2—|—62|og<2e E )

p=1

Je(U) = %/o V'R - B(U).

o Comparer U. et U. revient a comparer J.(U.) et J.(U.)
| Us — DE”%—Il(o,ME) < clJ=(U:) - JE(UE)|-

@ On a, o ~ B
Jo(02) < Je(U2) < Je(U:) < Jo(D2).
o Il existe une constante G > 0 indépendante de ¢ t.q.

EP[DE] - El[DE] >G Vp>2
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Analyse asymptotique (idées de la preuve du Théoréme 2)

@ Ona o 3
J-(U:) = inf J(U), Je(U:) = inf )JE(U),

UeH:9(0,M,) UeHY:%(0,M,

Les fonctionnelles J. et J. sont données par

M. I g
Je(U) = %/o |U/2—|—62|og<2e E )

p=1

Je(U) = %/o V'R - B(U).

Comparer U. et U. revient a comparer J.(U.) et J.(Us)
| Us — DE”%—Il(o,ME) < clJ=(U:) - JE(UE)|-

@ On a, o ~ B
Jo(02) < Je(U2) < Je(U:) < Jo(D2).
Il existe une constante G > 0 indépendante de ¢ t.q.

EP[DE] - El[DE] >G Vp>2

On en déduit que

<3 i
2
e

JE(DE)ZJS(UE)‘i’O(Eze_ ) IRMAR
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Remarques et perspectives

@ Dans le cas de statistique de Fermi-Dirac,
nf? = fen(Ep — EF),
ou &F est le niveau de Fermi et
fro(u) = log(1 +e™"),

Dans le cas de statistique de Boltzmann fg(u) = e™". L'équation de Poisson,

1
d£2 Z fa(Fo)( F)lesl, Z fa(rpy(Ep — EF) = =

Cette étude peut étre généralisée au cas de Fermi-Dirac avec quelques complications
techniques.
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Remarques et perspectives

@ Si V satisfait une condition de type Dirichlet en z = 1, une autre couche limite
apparaft en ce point. Cette analyse peut &tre faite dans ce cas, mais le ler valeur
propre admet asymptotiquement une multiplicité 2.

@ Le probléme multidimensionnel est beaucoup plus compliqué. La localisation de la
couche limite peut dépendre de la géométrie du bord du domaine. Ce type de
probléme est présent par exemple dans I'étude de I'équation de Schrédinger avec
champ magnétique [B., Hellfer, A. Mohamed, 96], [V. Bonnaillie, 2005].

e R. El Hajj, N. Ben Abdallah, High density limit of the stationary one dimensional
Schrédinger-Poisson system, SIAM Multiscale Model. Simul., Vol.7 (2008), No. 1,
pp. 124-146.
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Merci de votre attention
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