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Un modèle d’écoulement fluide-particulesavec échanges d’énergie
Contexte et objet de cette étude :

Travail en collaboration avec T. Goudon et P. Lafitte,au sein de l’équipe-projet SIMPAF.
Applications :

ä Moteurs diesel, propulseurs (code KIVA II, Los Alamos)
ä Ingénierie chimique, processus de décantation de polluants
ä Fluides biomédicaux

Related works :
ä Schéma préservant une asymptotique
ä Décomposition micro/macro
ä Transfert radiatifJin, Degond, Lemou, [Carrillo, Goudon, Lafitte]
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Modèle cinétique élémentaire

Soumis uniquement à son déplacement propre le spray non-collisionnel est décrit parla densité microscopique des particules f (t, x , v), satisfaisant à une équation de Vlasov
∂t f + v · ∇x f = 0.

Quantités macroscopiques déduites :

Densité macro. : n =

∫
RN

f dv , Temperature : Θp = 1
Nn

∫
RN
|v − V |2 f dv ,

Vitesse macro. : V = 1
n

∫
RN

v f dv , Pression cinétique : P =

∫
RN

v⊗v f dv ,

Flux de chaleur : q =

∫
RN

v
|v |2

2
f dv .

Équations aux moments :

∂tn +∇x ·(nV ) = 0

∂t(nV ) +∇x ·P = 0,

∂t
(∫

RN

|v |2

2
f dv

)
+∇x ·q = 0,

∂tq + . . .

Exemple canonique :
la maxwellienne M(v)

n(t, x)

(2πΘp(t, x))N/2
exp

(
−|v − V (t, x)|2

2Θp(t, x)

)
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Modèle couplé fluide/particules

Spray : f (t, x , v), Vlasov-Fokker-Planck
∂t f + v · ∇x f = 0∇v ·

(
(v − u)f + Θ∇v f )− ηp∇xΦ · ∇v f

Fluide ambiant : (ρ, u,E)(t, x), Euler compressible ∂tρ +∇x ·(ρu) = 0
∂t(ρu) +∇x ·(ρu⊗u) +∇xp = 0F − ηf ρ∇xΦ
∂t(ρE) +∇x ·

(
(ρE + p)u) = 0E − ηf ρu · ∇xΦLoi d’état : p = (γ − 1)ρe .

Couplage :
F =

∫
RN

(v − u)f (t, x , v) dv = n(V − u),

E = nV · (V − u) + Nn(Θp −Θ).

Forces extérieures : ∇xΦgravité, force centrifuge, champ électrique ou magnétique, . . .
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Bonnes propriétés de ce modèle

Conservation de l’énergieL’énergie totale du système fluide+particules est conservée :
d
dt

(∫
RN
ρE dx +

∫
RN

∫
RN

|v |2

2
f dv dx

)
= 0.

Décroissance de l’entropieL’entropie totale du système fluide+particules est dissipée :
d
dt

(∫
RN
ρS dx +

∫
RN

∫
RN

f ln f dv dx
)

=

−
∫
RN

∫
RN

(√
Θ
∇f√

f
+

v − V√
Θ

√
f
)2

dv dx −
∫
RN

∫
RN

f
|V − u|2

Θ
dv dx ≤ 0,

où l’entropie du fluide est définie comme suit S = − R
γ−1 ln (pρ−γ).
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Le régime asymptotique du "bubbling"

Système Pε :

∂t f ε +
1
ε v · ∇x f ε =

1
ε2∇v ·

(
(v − εuε)f ε + Θε∇v f ε),

∂tρε +∇x ·(ρεuε) = 0,

∂t(ρεuε) +∇x ·(ρεuε⊗uε) +∇xpε =
1
ε nε(V ε − εuε),

∂t(ρεE ε) +∇x ·
(
(ρεE ε + pε)uε) =

1
ε2
(
nεV ε(V ε − εuε) + Nnε(Θε

p −Θε)
)
,

Jε =

∫
RN

v
ε f ε dv , qε =

∫
RN

v
ε
|v |2

2
f ε dv .

De l’équation de VFP, on peut dériver des équations aux moments pour les quantitésmacroscopiques :

∂tnε +∇x ·Jε = 0,

ε2∂tJε +∇x ·Pε = −Jε + nεuε ,

∂t
(∫

RN

|v |2

2
f ε dv

)
+∇x ·qε = Nnε

Θε −Θε
p

ε2 + Jε ·
(
uε − Jε

nε
)
,

. . .Elles serviront de base à l’identification de la limite P de Pε .
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Stabilité des états d’équilibre

Lorsque ε → 0, on s’attend aux relaxations suivantes :
V ε(t, x) ∼ εuε(t, x),
Θε

p(t, x) ∼ Θε(t, x),

f ε(t, x , v)→ n(t, x)

(2πΘ(t, x))N/2 exp
(
− |v |2

2Θ(t, x)

)
.

[Carrillo, Goudon] : stabilité non-linéaire des équilibres maxwelliens pour le cas sanstempérature.Preuve de convergence hors de portée ? (manque de compacité pour les termesnon-linéaires)
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Schéma Asymptotic Preserving

[Shi Jin]
PPε

PhPε
h

h→ 0

ε → 0

Enjeu :Pouvoir résoudre non seulement le modèle limite P mais également le modèle plusriche Pε tout en assurant le passage à la limite vers P numériquement.Utilisation de « caractéristiques » du modèle P (fluide) pour réduire le coût de calculnumérique du modèle Pε (mixte fluide/cinétique).
∼ stabilité de Pε

h uniforme en ε
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En quête de la limite P (formellement)
Supposons que f ε(t, x , v)→ n(t, x)MΘ(t,x)(v).Reprenons le système aux moments hérité de VFP :

∂tnε +∇x ·Jε = 0,

ε2∂tJε +∇x ·Pε = −Jε + nεuε ,

∂t
(∫

RN

|v |2

2
f ε dv

)
+∇x ·qε = Nnε

Θε −Θε
p

ε2 + Jε ·
(
uε − Jε

nε
)

ε2∂tqε + . . .Lorsque ε → 0 : ∇x (nΘ) = −J + nu, ce qui permet d’identifier J et d’obtenir les première ettroisième équations ci-dessous :
Limite hydrodynamique P :

∂tn +∇x ·(nu −∇x (nΘ)) = 0,
∂tρ+∇x ·(ρu) = 0,
∂t(ρu) +∇x ·(ρu⊗u + pI) = −∇x (nΘ),

∂t
(
ρE +

N
2

nΘ
)

+∇x ·
(

(ρE + p)u+
N+2

2
nΘu

)
=

N+2
2
∇x ·(Θ2∇xn)+

2(N+2)

3
∇x ·(nΘ∇xΘ).

On peut procéder de manière analogue pour obtenir une fermeture pour q à la limite et endéduire l’équation portant sur l’énergie totale.IRMAR - Journée d’Équipe Ana.Num. Benjamin Boutin 11/23



Vers une reformulation de Pε

Développement de HilbertOn cherche f ε sous la forme suivante :
f ε(t, x , v) = nε(t, x)MΘε(t,x)(v) + εr ε(t, x , v)

En injectant cette forme dans VFP, on obtient un système portant sur f ε et sur r ε quis’écrit :
Reformulation micro/macro

∂t f ε + v · ∇x r ε + u · ∇v r ε =
1
ε2 LΘε f ε ,

∂tr ε =
1
ε2 LΘε r ε +

1
ε2 MΘεS ,avec

S = v ·
(
−∇xnε + u

nε

Θε +
N
2

nε

Θε∇xΘε
)
− v
|v |2

2
· nε

Θε2∇xΘε .
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Asymptotique

La fluctuation r ε converge vers
r = −vMΘ ·

(
∇xn − u

n
Θ
− N

2
n
Θ
∇xΘ

)
− vMΘ

1
3

( |v |2
2

+ (N + 2)Θ
)
· n

Θ2∇xΘ.

Notamment,
J = nu −∇x(nΘ),

q =
N+2

2
nΘu − N+2

2
Θ2∇xn −

2(N+2)

3
nΘ∇xΘ.

En réutilisant les équations aux moments avec ces fermetures on retrouve alors bien lesystème limite P .
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Mise en œuvre numérique du développement

Reformulation micro/macro
∂t f ε + v · ∇x r ε + u · ∇v r ε =

1
ε2 LΘε f ε ,

∂t r ε =
1
ε2 LΘε r ε +

1
ε2 MΘεS ,

Étape cinétique : traitée par splitting
1 Résolution de la partie raide par approximation des opérateurs e∆tLΘ/ε2 ,

∂t f ε =
1
ε2 LΘε f ε ,

∂tr ε =
1
ε2 LΘε r ε +

1
ε2 MΘεS ,

2 Résolution de la partie transport :{
∂t f ε + v · ∇x r ε + u · ∇v r ε = 0,
∂tr ε = 0.

Propriété APUn soin est apporté aux discrétisations choisies qui coïncident au mieux avec unschéma pour le modèle limite P lorsque ε → 0.
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Stabilité numérique

1 Fluide : résolution de la partie Euler, avec un schéma Lagrange-projection[Després, Lagoutière]Splitting pour gérer implicitement les termes raides.condition CFL hyperbolique : ∆th max |λ| ≤ ∆x

2 Spray : résolution de la partie Vlasov, via le développement asymptotique de lasolution sous la forme
f ε(t, x , v) = nε(t, x)MΘε(t,x)(v) + εr ε(t, x , v).

condition CFL parabolique : ∆tp max(Θ) ≤ 1
2

∆x2

→ Sous-cyclage des étapes Vlasov dans une seule étape d’Euler.
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Tests numériques
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Moins satisfaisant
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Moins satisfaisant
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Conclusions

ä Comment assurer numériquement la conservation de l’énergie totale, malgré letraitement numérique splitté (prédiction-correction ?)
ä Identification des régimes de validité
ä Relaxation en température et effets Soret et Dufour ?
ä En présence de gravité, régime de sédimentation et mise en défaut de la loid’Einstein (diffusion % Θ)
ä Analyse de la stabilité uniforme ?
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