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UN MODELE D'ECOULEMENT FLUIDE-PARTICULES
AVEC ECHANGES D'ENERGIE

Contexte et objet de cette étude :

Travail en collaboration avec T. GoupoN et P. LAFITTE,
HIINRIA

au sein de l'équipe-projet SIMPAF.
LILLE - NORD EUROPE
Applications :
» Moteurs diesel, propulseurs (code KIVA Il, Los Alamos)
» Ingénierie chimique, processus de décantation de polluants

» Fluides biomédicaux

Related works :
» Schéma préservant une asymptotique
» Décomposition micro/macro
» Transfert radiatif

JIN, DEGoND, LEMou, [CaRRILLO, GOUDON, LAFITTE]
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MODELE CINETIQUE ELEMENTAIRE

Soumis uniquement a son déplacement propre le spray non-collisionnel est décrit par
la densité microscopique des particules f(t, x, v), satisfaisant a une équation de Vlasov

0:f +v-V,f=0. J

Quantités macroscopiques déduites :
Densité macro.: n :/ f dv, Temperature : Op = ﬁ/ lv— V2 fdv,
RN RN
Vitesse macro.: V = %/ v f dv, Pression cinétique : P :/ vev f dv,
RN RN

Flux de chaleur : g _/ v— f dv.
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MODELE CINETIQUE ELEMENTAIRE

Soumis uniquement a son déplacement propre le spray non-collisionnel est décrit par
la densité microscopique des particules f(t, x, v), satisfaisant a une équation de Vlasov

0:f +v-V,f=0. J

Quantités macroscopiques déduites :

Densité macro.: n= f dv, Temperature : 0,=1 v— V[ fdv,
/. p o= [ V=V
Vitesse macro.: V = %/ v f dv, Pression cinétique : P :/ vev f dv,
RN RN

Flux de chaleur : g _/ v— f dv.

Equations aux moments :
dtn+ Vx-(nV) =0
0t(nV) +VxP=0,

at(/ ||fdv)+VX~q:0,
RN 2
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MODELE CINETIQUE ELEMENTAIRE

Soumis uniquement a son déplacement propre le spray non-collisionnel est décrit par
la densité microscopique des particules f(t, x, v), satisfaisant a une équation de Vlasov

0:f +v-V,f=0. J

Quantités macroscopiques déduites :

Densité macro.: n= f dv, Temperature : O, =+ v— V] fdv,
/. pere o= [ V=V
Vitesse macro.: V = %/ v f dv, Pression cinétique : P :/ vev f dv,
RN RN

Flux de chaleur : g _/ v— f dv.

Equations aux moments : Exemple canonique :
0en+ Vix-(nV) =0 la maxwellienne M(v)
0t(nV) +VxP=0,
n(t, x) o v V(t, x)|?
2 (/ |2'de) + Vg =0, (270, (1, x)V2 “P {720, ()
R
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MODELE COUPLE FLUIDE/PARTICULES

SPRAY : f(t, x, V), VIASOV-FoKKER-PLANCK

6tf+V'vxf:0

FLUIDE AMBIANT : (p, u, E)(t, x), EULER COMPRESSIBLE

9ep + Vi (pu) =0
0¢(pu) + V- (pu®u) + Vyp =0
0+(PE) + V- ((PE + p)u) = 0

Loi détat : p= (y — 1)pe.
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MODELE COUPLE FLUIDE/PARTICULES

SPRAY : f(t, x, V), VIASOV-FoKKER-PLANCK

0:f +v -V, f = VV-((V— u)f + OV, f)

FLUIDE AMBIANT : (p, u, E)(t, x), EULER COMPRESSIBLE

9ep + Vi (pu) =0
0¢(pu) + V- (pu®u) + Vyp= 7
0:(pE) + V- ((PE + p)u) = &

Loi détat : p= (y — 1)pe.

Couplage :
F = (v—u)f(t,x,v) dv=n(V —u),

RN

&=nV-(V—-u)+ Nn(©,—0).
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MODELE COUPLE FLUIDE/PARTICULES

SPRAY : f(t, x, V), VIASOV-FoKKER-PLANCK

0:f +v-V,f = VV-((V —u)f + OV, f) —npyVx® -V, f

FLUIDE AMBIANT : (p, u, E)(t, x), EULER COMPRESSIBLE

9ep + Vi (pu) =0
0t(pu) + V- (pu®u) + Vip= F —nipV, o
0:(PE) + V- ((PE+ p)u) = & —nepu- V@

Loi détat : p= (y — 1)pe.

Couplage :
F = (v—u)f(t,x,v) dv=n(V —u),

RN

&=nV-(V—-u)+ Nn(©,—0).

Forces extérieures : VP
gravité, force centrifuge, champ électrique ou magnétique, ...
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BONNES PROPRIETES DE CE MODELE

CONSERVATION DE L'ENERGIE

L'énergie totale du systéme fluide+particules est conservée :

i(/ pde+/ / fdvdx):O.
dt RN RN
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BONNES PROPRIETES DE CE MODELE

CONSERVATION DE L'ENERGIE

L'énergie totale du systéme fluide+particules est conservée :

i(/ pde+/ / fdvdx):O.
dt RN RN

DECROISSANCE DE L'ENTROPIE

L'entropie totale du systeme fluide+particules est dissipée :

i(/ deX+/ [ fInfdvdx):
dt RN RN JRN

\4 v—V 2 |V — ul?
—/RN/ (\/_\/_ 5 vF) dvdx—[RN/RNdevdxgo,

ol lentropie du fluide est définie comme suit S = _yTRl In(pp7Y).
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LE REGIME ASYMPTOTIQUE DU "BUBBLING"

SYSTEME PF€ :

0:F€ + %v SV f€ = eizvv- ((v—eu)F + OV, f°),
9p€ + Vi (pfu) =0,

0¢(puf) + V- (pCuc@u€) + Vi p€ 1 n®(V€ — euf),

0e(pCES) + V- ((pCE€ + p©)uf)

v v|vf?
€ _ 2 fe (R fe
! /RN chdv a /]R” €2 av

De l'équation de VFP, on peut dériver des équations aux moments pour les quantités
macroscopiques :

iz (n°VE(VE — eu) 4+ Nn°(©5 — ©9)),

6tn€ + VX'JS = 0,
€20:J¢ 4+ V- P€ = —J€ + nuf,

Elles serviront de base a l'identification de la limite P de P*.
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STABILITE DES ETATS D'EQUILIBRE

Lorsque € — 0, on s'attend aux relaxations suivantes :
VE(t, x) ~ eu(t, x),
O, (t, x) ~ ©°(t, x),

. n(t, x) lvP°
fF(tx,v) = (@n0(t, )2 P (_2@(t,X) ) '

[CARRILLO, GouDON] : stabilité non-linéaire des équilibres maxwelliens pour le cas sans
température.

Preuve de convergence hors de portée ? (manque de compacité pour les termes
non-linéaires)
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ScHEMA AsYMPTOTIC PRESERVING

[Shi JiN]

h—0

Enjeu :

Pouvoir résoudre non seulement le modéle limite P mais également le modéle plus
riche P€ tout en assurant le passage a la limite vers P numériquement.

Utilisation de « caractéristiques » du modele P (fluide) pour réduire le co(it de calcul
numérique du modéle P¢ (mixte fluide/cinétique).

~ stabilité de P§ uniforme en e
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EN QUETE DE LA LIMITE P (FORMELLEMENT)

Supposons que f€(t,x, v) — n(t, x) Mgt x) (V).
Reprenons le systéme aux moments hérité de VFP :
0:n€ + V- JC =0,
€20:J¢ + VP = —J + nuf,
o [, Mt av) 4 Vgt = TS e (- L)
€20:q° + ...
Lorsque € = 0 : V4 (n©) = —J + nu, ce qui permet d'identifier J et d'obtenir les premiére et
troisiéme équations ci-dessous :

LIMITE HYDRODYNAMIQUE P :

0tn+ V- (nu— V4(n©)) =0,
0¢p + V- (pu) =0,
Ot(pu) + Vi (pu®u + pl) = =V (n©),

N—+2

2(N+2)
2 3

Ot(pE+gn6) —I—va((pE-l—p)u—l-#n@u): 3

V- (02Vxn)+ Vx (nOV4O).

On peut procéder de maniére analogue pour obtenir une fermeture pour g a la limite et en
déduire l'équation portant sur l'énergie totale.
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VERS UNE REFORMULATION DE P°€

DEVELOPPEMENT DE HILBERT

On cherche f€ sous la forme suivante :

fe(t, x, v) = n“(t, x) Mge(tx)(v) + eré(t, x, v)

En injectant cette forme dans VFP, on obtient un systéme portant sur € et sur r€ qui
s'écrit :

REFORMULATION MICRO/MACRO
€ € € 1 €
0:f 4+ v -Vyr +u-V,rf= —zfgef ,
@

1 1
atre = ?geers + gM@es,

avec

€ N n¢ 2 €
S=v- ( —Vxn€+u& + E&V,‘@e) — v% . n—Vx@e.
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ASYMPTOTIQUE

La fluctuation r¢ converge vers

. n Nn [v|?
r=—vMe - (vxn—u@—iévxe) — WMo 3( +(N+2)@) 2 v.e.
Notamment,
J=nu—V,(nO),
qg= # @,,_M@z wn@vxe.

En réutilisant les équations aux moments avec ces fermetures on retrouve alors bien le

systeme limite P.

IRMAR - Journée d’Equipe Ana.Num.

Benjamin BouTin



PLAN

© VERS UN SCHEMA NUMERIQUE

IRMAR - Journée d’Equipe Ana.Num. Benjamin BouTin



MISE EN GEUVRE NUMI:ZRIQUE DU DEVELOPPEMENT

REFORMULATION MICRO/MACRO

1
0tf€ +v -Vur4+u-V,ré = ?,geefe,

1 1
0:r€ = ejf@e re+ ?M@es,

Etape cinétique : traitée par splitting

, . - - Q a , 2
@ Résolution de la partie raide par approximation des opérateurs e2t-Ze/e”,

0,f¢ = e—lz.Z@efe,

1 1
atre = Efeere TP gM@eS,

@ Résolution de la partie transport :
{atf€+v.vxre+u.vvr€=o,

0.r°=0.

PRroPRIETE AP
Un soin est apporté aux discrétisations choisies qui coincident au mieux avec un
schéma pour le modeéle limite P lorsque € — 0.

Benjamin BouTin
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STABILITE NUMERIQUE

@ Fluide : résolution de la partie Euler, avec un schéma Lagrange-projection
[DESPRES, LAGOUTIERE]
Splitting pour gérer implicitement les termes raides.

@ Spray : résolution de la partie Vlasov, via le développement asymptotique de la
solution sous la forme

FE(,x,v) = (£, 3) Mox e (v) + €r°(8,x,v).

IRMAR - Journée d’Equipe Ana.Num. Benjamin BouTin



STABILITE NUMERIQUE

@ Fluide : résolution de la partie Euler, avec un schéma Lagrange-projection
[DESPRES, LAGOUTIERE]
Splitting pour gérer implicitement les termes raides.

condition CFL hyperbolique : Aty max|A| < Ax

@ Spray : résolution de la partie Vlasoy, via le développement asymptotique de la
solution sous la forme

f(t, x,v) = n(t, x)Moc(tx) (v) + erf(t, x, v).

1
condition CFL parabolique : At, max(©) < Esz

— Sous-cyclage des étapes Vlasov dans une seule étape d'Euler.
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TESTS NUMERIQUES

densite fluide: witesse fluide

002

0.0

densite particules temperaure
1.002e- 1
Loonso
1.001e-027
Loon2o
1.0002-02
1
9.990-03] 09088
0.9035
9.9802-03]
099347
9.970e-03]
090827
5.960e- 0
00 o3 1o 15 20 25 30 35 40 00 0% 11 15 20 25 30
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NUMERIQUES

densite fluide: witesse fluide
Lot .01
.00
1005
0.006
1 0.004]
0027
0905
0003
0
o0 o5 1e 15 20 25 30 o o5 Lo 15 2a 25 10
densite particules temperaure
Lo020e- 1
Loo15e-02-{
1002
Loo10e-02-{
o]
L0005e-02
L.0000e-02-{ 1
3.39502-03-{
.99
3.3900e-03
n.998]
2.0950e-03
1.3800e- [
00 o3 1o 15 20 25 30 35 40 00 0% 11 15 20 25 30
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TESTS NUMERIQUES

e e st
Lot 0
1]
o]
L]
o]
! ’
i
o]
]
nssr]
)
e e ey
L o
anze-0e] J\ M o]
ssoneon] L]
sssve01] L]
N T C ca N L Tt
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densite fluide:

MOINS SATISFAISANT

witesse fluide

0
002
0.0
000
-0.01]
002
0
densite particules temperaure
0501 1
Loonso
050059
Loon2o
050004
1
0085 09088
0.9035
0930
099347
nases]
090827
0 0
00 00 0% 11 15 20 25 30
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SATISFAISANT

densite fluide: witesse fluide
2,02
1002 1.5e-034
10019 Lbe-t34
5.0e-04-
1000
0.0e+00
0999 -5.0e-04-{
-L0e-03
0998
-1.5e-03
0 -2.0e-
o o o5 Lo 15 2a 25 10
densite particules temperaure
0.014: 1004
001409
001354 Loz
001304
1
001254
001204
0.998
001154
001104 0995
001054
0 [
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CoNCLUSIONS

» Comment assurer numériquement la conservation de l'énergie totale, malgré le
traitement numérique splitté (prédiction-correction ?)

» |dentification des régimes de validité
» Relaxation en température et effets SorReT et DuFoUR?

» En présence de gravité, régime de sédimentation et mise en défaut de la loi
d’Einstein (diffusion % ©)

» Analyse de la stabilité uniforme?
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