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Q est un ouvert connexe, borné et régulier de R.

(A®) est une suite de fonctions a valeurs dans I'ensemble des tenseurs
d'ordre 4 symétriques vérifiant, pour un certain a > 0,

A°(x)€:€>al€l’,  pp. x€Q,VEER

fc H1(Q,R?).

On considere la suite de problemes d’élasticité

PAY) —Div(Ae(u®)) = f dans Q
uw = 0 sur 0Q2.

On s'intéresse au comportement asymptotique de P(A*) lorsque ¢ — 0.
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[B&C-E(2007)] Sous I'hypothese

(||A®||L1) bornée, dans le cas non périodique
ou (1)
£2||A%||;r —— 0, dans le cas périodique,
e—0

sur la suite des tenseurs d'élasticité (A°)
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[B&C-E(2007)] Sous I'hypothese
(||A®||L1) bornée, dans le cas non périodique
ou (]_)
2||A% || — 0, dans le cas périodique,

sur la suite des tenseurs d'élasticité (A%) le probleme limite de

PAY) —Div(Ae(u®)) = f dans Q
u- = 0 sur o9,

est de la forme

s hom _
P(Abom) Div (A e(u)) f dans Q
u = 0 sur 0f2.
Un contre-exemple (du cas périodique) ou
LY o 2)

montre que, contrairement a la conduction, une forte rigidité dans les fibres peut
créer des dégénérescences dans le processus d’homogénéisation.
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A la recherche d'une barriere critique en dessous de laquelle il y a compacité et
au-dela de laquelle des dégénérescences apparaissent.
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A la recherche d'une barriere critique en dessous de laquelle il y a compacité et
au-deld de laquelle des dégénérescences apparaissent.
Plan de la suite de I’exposé
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A la recherche d'une barriere critique en dessous de laquelle il y a compacité et
au-deld de laquelle des dégénérescences apparaissent.

Plan de la suite de I’exposé

1) Résultat de compacité et identification de la barriére.
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A la recherche d'une barriere critique en dessous de laquelle il y a compacité et
au-deld de laquelle des dégénérescences apparaissent.

Plan de la suite de I’exposé

1) Résultat de compacité et identification de la barriére.

2) Optimalité de la barriere pour une classe de matériaux périodiques.

3) Influence des oscillations du milieu extérieur.
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Conditions suffisantes de compacité

Un milieu homogene Le matériau composite
. . s
o F; est une bande rigide parallele a I'axe (ox2)

o F. ::U Fj est la zone de renforcement isotrope de tenseur d’élasticité
k>1

B°(x) =2u-(x)ls + Ac(x)o @ 1, a.e.x € Q.
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Conditions suffisantes de compacité
Q {m:l:l:|:|]]>§z
FkE

Le matériau composite

Un milieu homogéne

est une bande rigide parallele a I'axe (ox2)

o F
o F. :U Fj est la zone de renforcement isotrope de tenseur d’élasticité
k>1
B°(x) =2u-(x)ls + Ac(x)o @ 1, a.e.x € Q.
o Q.:=Q\ F. matériau élastique homogene de tenseur d'élasticité A

Q est occupé par un matériau élastique hétérogene de tenseur d'élasticité

A (x):=A1g (x)+B°(x)1e(x) ae xe.
25 novembre 2010, 5/27
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Conditions suffisantes de compacité (suite)

(H1) Le second coefficient de Lamé /. des bandes rigides Fj

- est non borné dans L'(92)

1
Iim/ pe(x1) dxp = oo,
0

e—0
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1
i, [ 1) b = o,
0Jo

£—

- vérifie une condition de rigidité uniforme
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1
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(H2) Existence d'une suite (1.) dans H(Q) vérifiant
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(H1) Le second coefficient de Lamé 1. des bandes rigides Ff

- est non borné dans L'(92)

£—

1
i, [ 1) b = o,
0Jo

- vérifie une condition de rigidité uniforme

&

1
— — o« faiblement dans M([0,1]), oU ji. ::/ pe(x1) dxq,
fic 0

(Pour le cas périodique 1. (x1) = pf <ﬁ> ot ! est 1-periodique, on a o = 1).
5
(H2) Existence d'une suite (1.) dans H(Q) vérifiant
Y. —— 0 fortement dans HY(Q),

V. = e; p.p.dans F..
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Théoreme (B&C-E)

Sous les hypothéses (H1) et (H2), la solution u® du proléme d'élasticité P(A%)
converge faiblement vers un certain u = (u1,0) dans H3(Q, R?),

v
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Théoreme (B&C-E)
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pour tout ¢ € D(QQ). Si, en plus de (H1)-(H2), on suppose que

b:= ||m/1/12(x max (pe (x), Ae(x) + pe(x)) dx =0,
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pour tout ¢ € D(QQ). Si, en plus de (H1)-(H2), on suppose que

b= I|m/1/12(x max (pe (x), Ae(x) + pe(x)) dx =0,

alors uyest la solution du probléeme limite

—div(A1Vuy) = L in Q
vy = 0 on 09

ou A; est la matrice symétrique positive définie par

Ajv:=A(e; Ov)ey, Vv e R2

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 7/27



Quelques remarques

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR)



Quelques remarques

(R1) La condition

tim, [ 0200 max (1 (). 209 + 1)

=10

(%) J

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR)
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(R1) La condition

est plus faible que

tim, [ 0200 max (1 (). 209 + 1)

=10
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1A% <
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Quelques remarques

(R1) La condition

e—0

lim / Y2(x) max (p1=(x), Ae(x) + p(x)) dx =0 (%) J
Q

est plus faible que

1A%l < c. )

Donc ce théoréme est une extension du cas non périodique de [BC] a une classe
plus large de tenseurs A°.
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Quelques remarques

(R1) La condition

e—0

lim / Y2(x) max (p1=(x), Ae(x) + p(x)) dx =0 (%) J
Q

est plus faible que

IA%]|1s < c. ]

Donc ce théoréme est une extension du cas non périodique de [BC] a une classe
plus large de tenseurs A°.

(R2) La condition () est optimale dans "“le cas périodique”.

(R3) Identification du terme

/91/)5(x) £ (e; ® Vo) dx

qui mesure |'apparition des dégénérescences dans le processus d’homogénéisation.
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|dée de la preuve

u® comme fonction test + a-coercivité de A°
o ||e(u8)||i2(Q7R§><2) < ”fHH*l(Q,RZ)||u5||L2(Q,R2)-

Poincaré + Korn = (u®) est bornée dans H}(Q, R?) et donc converge faiblement
vers un certain u dans H}(Q,R?).
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|dée de la preuve

u® comme fonction test + a-coercivité de A°

ale(u?)|?, (@) = [1F1[51-1 (02 |u® | L2(0,R2) -

Poincaré + Korn = (u®) est bornée dans H}(Q, R?) et donc converge faiblement
vers un certain u dans H}(Q,R?).

Preuve de u, =0 :
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Poincaré + Korn = (u®) est bornée dans H}(Q, R?) et donc converge faiblement
vers un certain u dans H}(Q,R?).

Preuve de u, =0 :
1

1
ve(x1) ::/0 |u5(x1, x2)| dxz et v(xy) == /o |uz(x1,x2)| dx2  p.p. x1 €]0,1].

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 9 /27



|dée de la preuve

u® comme fonction test + a-coercivité de A®
o ||e(uE)Hi2(Q’R§X2) < ||f||H*1(Q,]R2)||u5||L2(Q,R2)-

Poincaré + Korn = (u®) est bornée dans H}(Q, R?) et donc converge faiblement
vers un certain u dans H}(Q,R?).

Preuve de u, =0 :
1

1
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u® comme fonction test + a-coercivité de A®
o ||e(uE)Hi2(Q’R§X2) < ||f||H*1(Q,]R2)||u5||L2(Q,R2)-

Poincaré + Korn = (u®) est bornée dans H}(Q, R?) et donc converge faiblement
vers un certain u dans H}(Q,R?).

Preuve de u, =0 :
1

1
ve(x1) ::/0 |u5(x1, x2)| dxz et v(xy) == /o |uz(x1,x2)| dx2  p.p. x1 €]0,1].

v. € H}(0,1) converge faiblement vers v dans H}(0,1). La suite de fonctions
continues (v.) converge uniformément vers v dans |0, 1[.

/Olus(xl)ve(n)dxl = /Olue(xl) </01|u§(x1,x2)|dx2> dxq

(/Olua(xl)dxl>;</ﬂue(xl) Ou

Nl=

IN

8X2 (Xl ) X2)

2
dx>
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u) est bornée dans L}(Q).
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u) est bornée dans L}(Q).

/0 pe(x1) ve(x1) dx1 < ¢ Ve
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u) est bornée dans L}(Q).

/0 pe(xa) ve(x1) dxi < ¢ Ve

Par convergence uniforme de (v.) vers v
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u®) est bornée dans L}(Q).
1
/ pe(x1) ve(x1) dxa < ¢ Vi
0

Par convergence uniforme de (v.) vers v

/Olua(n) vo(x)dx = /Ollia(n) (v. — v)(x1) dxq + /01 1) v(x1) dxa

fic o(1) + cV/ic.

IN
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u®) est bornée dans L}(Q).
1
/ pe(x1) ve(x1) dxa < ¢ Vi
0

Par convergence uniforme de (v.) vers v

/Olua(n) vo(x)dx = /Olﬂa(n) (v. — v)(x1) dxq + /01 1) v(x1) dxa

fic o(1) + cV/ic.

IN

Donc

1
NE(Xl) 9

v (x ~—dxy <o(l)+ — — 0

/o (o) =5 da < ol + o= o
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u®) est bornée dans L}(Q).

/0 pe(x1) ve(x1) dx1 < ¢ Ve

Par convergence uniforme de (v.) vers v

/Olua(n) vo(x)dx = /Olﬂa(n) (v. — v)(x1) dxq + /01 1) v(x1) dxa

< fie o(1) + c/fie
Donc
/1v(x)'u6(xl) dq < o(1) + -2 0
=\ X1 — 1> — —
0 He Ve €—0
et

/ () o) = 0.
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Or la densité d'énergie élastique A“e(u®) : e(u®) est bornée dans L}(Q).

/0 pe(x1) ve(x1) dx1 < ¢ Ve

Par convergence uniforme de (v.) vers v

1

/Olua(n) vo(x)dx = /Ollia(n)(vE —v)(x1) dx +/0 1) v(x1) dxa

fic o(1) + cV/ic.

IN

Donc

— 0

Vv ,ua =0

! NE( )
/ng( x0) K b < o) +
et

/0 () o(dt) = 0.

Comme supp(o) = [0, 1], on a v(x1) = 0 sur [0,1] et up(x) =0, p.p. x € Q.
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Preuve de |'estimation de &° :

o(l):/ﬂf.e;d)sgodx = /anze(tpsgoe,-)dx
0.

Q Oxi

Eai(e,'®el)<de—|-/Q¢5€EI(e;®V<p)dX.
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Preuve de |'estimation de &° :

o(l):/ﬂf.e;d)sgodx

/955 ce(v. pe;)dx
e . e
Eileme)pdnt [0.€(e0 V)
o Ox Q
Or V4. = ey dans F_,
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Preuve de |'estimation de &° :

o(l):/ﬂf.e;wegodx = /Qégze(wegoe,-)dx
e

Q Oxi

Eez(e,-®e1)<pdx+/ 1/15552(e;®v<p)dx.
Q
Or V4. = ey dans F_,
_ Me pe (o
o(l) = 955_X1£ c(e;®ep)pdx

—|—/F€§E:(e,~®e1)<pdx—|—/91/)é-£€:(e,-®V<p)dx.
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Preuve de |'estimation de &° :

o(l)z/ﬂf-e,-wegodx = /Qégze(wegoe,-)dx

v, -
= /anlf -(e,®el)<,0dx+/91/),:.€ (e; ® V) dx.

Or V4. = ey dans F_,

o = [ (fo ¢ (e @ e) pdx

—i—/Fsﬁe:(e,~®e1)<pdx—|—/91/1555:(e,-®V<p)dx.

De plus, £&° = Ae(u®) dans Q°. Donc £° est bornée L2 dans Q.
e

Q. Ox

£ (ei®er)pdx =o0(1),
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Preuve de |'estimation de &° :

o(l)z/ﬂf-e,-wegodx = /Qégze(wegoe,-)dx

6 5] € €
= / L ¢ :(e;®e1)<pdx—|—/w5€ ‘(e ® Vo) dx.
Q(?Xl Q
Or V4. = ey dans F_,

o = [ gﬁ; ¢ (e @ e) pdx

—i—/Fsﬁe:(e,~®e1)<pdx—|—/91/)5£5:(e,-®V<p)dx.

De plus, £&° = Ae(u®) dans Q°. Donc £° est bornée L2 dans Q.
e

Q. Ox

£ (ei®er)pdx =o0(1),

et

o(l):/F £E:(e,-®e1)g0dx+/9w5§€:(e,-®Vg0)dx.
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Il vient que,

/55:(e1®e;)<pdx = /Ae(ue):(e1®e;)<pdx+/55:(e1®e,-)<pdx
Q Q. F.

/Ae(u) : (e1®e,-)cpdx—/1/)€£€ : (&1 ® Vi) dx + o(1).
Q Q
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Il vient que,

/55:(e1®e,-)<pdx = /Ae(uE):(e1®e,-)<pdx+/€Ei(e1®ei)¢dx
Q Fe

€

= / Ae(u) : (e;1 ®e;))pdx — / ). € 1 (e; @ V) dx + o(1).
Q Q
Par Cauchy-Schwarz

‘/Qwe(x) £ (ei@Vy)dx| <c (/Q Y2(x) max (1= (x), A=(x) + p=(x)) dx> 2+ o(1)
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Il vient que,

/55:(e1®e,-)<pdx = /Ae(uE):(e1®e,-)<pdx+/€Ei(e1®ei)¢dx
Q

€

- /Ae(u) (e1 @ e)) w/x_/wg (e; © Vo) dx + o(1).
Par Cauchy-Schwarz

‘/Qws(x)ﬁe:(e;(@V@) dx <c</ﬂ¢§(x)max(,u5( ), A (x) + pe(x)) & >+O(1)

/ b ()€ : (01 ® Vo) = o1).
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Il vient que,
/f%m®mww ZD/AWﬂ%m®www+/€?m®awﬁ
Q
- /Ae(u) (e1 @ e)) cpdx—/wa (e; © Vo) dx + o(1).

Par Cauchy-Schwarz

2

‘/Qi/fe(x) £ :(e;®@Vyp)dx| <c (/ng(x) max (e (x), Ao(x) + p=(x)) d > +0o(1)

/wu (e;® V) = o(1).

Donc

/58 t(e;©er) pdx :/ Ae(u) : (ej ®er) pdx + o(l):/ A1V e pdx+ o(l)
Q Q Q
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Il vient que,
[€:eaeroan = /Ae(uf):(el®ef)wdx+/s‘f:(eleaef)sodx
Q

:(/M@)m®e¢w_/¢a (e; © Vo) dx + o(1).

Par Cauchy-Schwarz

2

‘/Qi/fe(x) £ :(e;®@Vyp)dx| <c (/ng(x) max (e (x), Ao(x) + p=(x)) d > +0o(1)

/%u (er ® V) = o(1).
Donc
/58 t(e;©er) pdx :/ Ae(u) : (ej ®er) pdx + o(l):/ A1V e pdx+ o(l)
Q Q Q

et
éi,- = EE : (e,- @el) — A;Vu; -e; dans D,(Q), Vie {1,2}
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques

o Q:=]0,1[2 (pour simplicité).
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques

o Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

N - re
° (rlf)kzl et (T[::)k21 C ]0,1[ tq Z Ri :O_) O ou Rk = ?k
k>1
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques

e Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

N - re
° (rlf)kzl et (T[f)k21 C ]0,1[ tq Z le ;.O_) 0 ou Rk = —k
k>1

o F.:= >, Fi union des bandes rigides, ol
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques
e Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

: t (75 1[ tq. Ry u R, = -
o (ro)k=1 et (7i)k>1 € ]0,1[ tq g k :;0 ou  Fxy E

o F.:= >, Fi union des bandes rigides, ol

Fi=nJEU+1K)) x (0,1) et I :=[r — Ri, 7 + Ri].
jeEN
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques

e Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

N - re
© (rlf)kzl et (T[f)k21 C ]0,1[ tq Z le ?:(? 0 ou Rk = .S
k>1

o F.:= >, Fi union des bandes rigides, ol

Fi=an|JEG+10) x (0,1) et If:=[rf — Ri, 7 + R{].
JEN

o Q. :=Q\ F. (la matrice)
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques
e Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

15
Tk

o (rg)e>1 et (70)k>1 € 10,1[ tq. Z R; — 0 ou Ry :=
k>1

o F.:= >, Fi union des bandes rigides, ol
Fi=an|JEG+1) % (0,1) et If = [rf — R, 7 + Rf].
JEN

o Q. :=Q\ F. (la matrice)
o F; est occupé par un matériau élastique de coefficients de Lamé (A3, u5)
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Optimalité de la condition (*) pour une classe de
matériaux périodiques

Description de la classe de matériaux périodiques

e Q:=]0,1[2 (pour simplicité).

N - re
o (i1 et (75)k>1 € 10, 1] tq. ZRE — 0 ou Ry:= ?"
k>1

[y

o F.:= >, Fi union des bandes rigides, ol

Fi=an|JEG+10) x (0,1) et If:=[rf — Ri, 7 + R{].
JEN

o Q. :=Q\ F. (la matrice)

o F; est occupé par un matériau élastique de coefficients de Lamé (A3, u5)

o Q. est occupé par un matériau élastique de coefficients de Lamé (A, )

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 13 /27



d’élasticité s'écrit :

o Q est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
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o  est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,
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o  est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

ou

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1
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o  est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

ou

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.
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o  est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.

AE £ rE 3
71; .y et .Uk( k) =,
Ky €

ol (Vf)k>1 est une suite de réels positifs vérifiant
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o Q est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.

3
AS g rE
%:E et p (i) =,
Ky €
ol (Vf)k>1 est une suite de réels positifs vérifiant
|y g
V= !To Z v €]0, o0l
k>1
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o Q est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :

A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.

3
AS g rE
%:E et p (i) =,
Ky €
ol (Vf)k>1 est une suite de réels positifs vérifiant
|y g
V= !To Z v €]0, o0l
k>1

Remarques :
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o Q est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :

A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.

3
AS g rE
%:ﬁ et p (i) =,
Ky €
ol (Vf)k>1 est une suite de réels positifs vérifiant
|y g
V= !To Z v €]0, o0l
k>1

Remarques :
- Les coefficients (A%, %) sont non bornés.
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o Q est donc occupé par un matériau élastique isotrope dont le tenseur
d'élasticité s'écrit :
A (x) == A 1o (x) + (2u(x)ls + Ac(x)o @ 1b)1£ (x) p.p.x € Q,

pe(x) == Zui 1p:(x) et Ae(x) = Z)\i 1r:(x) pp.x€Q.

k>1 k>1

o (A%, us, rf) choisi tq.

3

AS g rE

Ky €
ol (Vf)k>1 est une suite de réels positifs vérifiant

|y g
V= !To Z v €]0, 00l.
k>1
Remarques :
- Les coefficients (A%, %) sont non bornés.
- On peut avoir la situation
vp — 0 avec v>0.

e—0
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La fonction . définie par

Ye(x) = wg (%), p-p. x = (x1,x) € Q
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La fonction . définie par

p-p. x = (x1,x) € Q
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
s 77777777777777
i N\ \
0 b—— _
R 777\:) % T 1
R [ e
e o e
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La fonction . définie par

X1
Ye(x) = qu (;), p-p. x = (x1,x) € Q.
H#
ol We
52?1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
N, F—F———————————— = \
\
0 b= =\ e %
N T Tt
R L >
RS F— -
||<E ‘*ﬁ I|f+1

vérifie la condition de distribution des fibres

|9 I o) Y 0 et V. =e; p.p.dans F..

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 15 / 27



La fonction . définie par

o (x) == ! (ﬁ), p.p. x = (x1, x) € Q.

" 3
ou Ve
eReal .
SFﬁf *********7\ \
\
0 F-- - X
N & € 1
_Eaf 7777\> k kel
CeRE P
||<E ‘*ﬁ I|f+1

vérifie la condition de distribution des fibres

|9 I o) Y 0 et V. =e; p.p.dans F..

/55 (e10€;) pdx = / Ae(u) : (e1®e,-)<pdx—/ P (x) € : (e;@V) dx+o(1).
Q Q Q
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La fonction . définie par

X:
Ye(x) = 1&& (—1), p-p. x = (x1,x) € Q
N g :
ol €
Regl
R |-——— 2
0 bL—— /\ _ X
R L >
RS [ -
||<E ‘*ﬁ I|f+1
vérifie la condition de distribution des fibres
% (@) —o0 o Vi.=e; p.p.dans F..

/55 D (e10€)) pdx = / Ae(u) : (e1®e,-)<pdx—/ P(x) & : (e;@Vp) dx+o(1).
Q Q Q

Mais
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La fonction . définie par

X1
Ye(x) = 1&& (—), p-p. x = (x1,x) € Q.
N g :
oll €
F’Rgﬂ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
R - \
0 —— /\ N _ X
AN T T 1
R L >
eRE [ —_
||<E ‘*ﬁ I|f+1

vérifie la condition de distribution des fibres

|9 I o) Y 0 et V. =e; p.p.dans F..
/55 D (e10€)) pdx = / Ae(u) : (e1®e,-)<pdx—/ P(x) & : (e;@Vp) dx+o(1).
Q Q Q

Mais
Iim/z/)g max (41 (), A (x) + po(x)) dx £ 0 (car v > ).

e—0
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Théoreme (B&C-E)
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a

lim (/ P (x) €% : (e; ® V) dx) = )
=0 \Ja Cala N )
Q 6X2 6X2

v
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a

lim (/ P (x) €% : (e; ® V) dx) = )
=0 \Ja Cala N )
Q 8X2 6X2

ol u = (uy,0) est la limite faible, dans H*(Q, R?), de la solution u® du probléme
d'élasticité P(A) et

v
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a

lim (/ P (x) €% : (e; ® V) dx) = )
=0 \Ja Cala N )
Q 8X2 6X2

ol u = (uy,0) est la limite faible, dans H*(Q, R?), de la solution u® du probléme

d'élasticité P(A) et
. §V £+1
T=3"\i+2)"
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a

lim </ P (x) €% : (e; ® V) dx> = )
=0 \Ja e & =2
Q 8X2 6X2

ol u = (uy,0) est la limite faible, dans H*(Q,R?), de la solution u® du probléme
d'élasticité P(A) et
8 (041
=g <£ n 2> '

De plus, uy est I'unique solution de I'équation d’ordre 4

v
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Théoreme (B&C-E)
Pour tout ¢ € D(Q2) on a

lim (/ P (x) €% : (e; ® V) dx) = )
=0 \Ja e & =2
Q 8X2 6X2

ol u = (uy,0) est la limite faible, dans H*(Q,R?), de la solution u® du probléme

d'élasticité P(A) et
. §V £+1
T=3"\i+2)"

De plus, uy est I'unique solution de I'équation d’ordre 4

62u1 84U1
_(AJF“)a_xf_’“‘A“l*”a_xg = fi dans Q,
uy = 0 sur 09,
2_2 = 0 sur ]0,1[x{0,1}.
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Les ingrédients de la preuve sont :
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Les ingrédients de la preuve sont :

convergence a double échelle
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Les ingrédients de la preuve sont

convergence a double échelle

fonctions test oscillantes
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Influence des oscillations du milieu extérieur
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Influence des oscillations du milieu extérieur

Le milieu extérieur est supposé isotrope mais non homogene.
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Influence des oscillations du milieu extérieur

o Le milieu extérieur est supposé isotrope mais non homogene.

e e etr. sont deux suites de réels positifs tq. R. := r./¢ — 0 quand ¢ — 0.
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Influence des oscillations du milieu extérieur

o Le milieu extérieur est supposé isotrope mais non homogene.

e e etr. sont deux suites de réels positifs tq. R. := r./¢ — 0 quand ¢ — 0.

l.:=(1/2-R.,1/2+R.), x:=(j—1/2)¢, pourjc N*,

F.:=Qn U (Xé—rs,xé—i—rs)x]o,l[ et Q. :=Q\ F..
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Influence des oscillations du milieu extérieur
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l.:=(1/2-R.,1/2+R.), x:=(j—1/2)¢, pourjc N*,
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o M et uf deux fonctions 1-périodiques définies sur ]0, 1] t.q
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Influence des oscillations du milieu extérieur

o Le milieu extérieur est supposé isotrope mais non homogene.

e e etr. sont deux suites de réels positifs tq. R. := r./¢ — 0 quand ¢ — 0.

l.:=(1/2-R.,1/2+R.), x:=(j—1/2)¢, pourjc N*,

F.:=Qn U (X — rooxd + )]0, 1] et Q. =Q\ F..
JEN*
[ ]

A et pf deux fonctions 1-périodiques définies sur 0, 1[ t.q

1<M(yn),  1<pt(n) pp.yi€0,1],
1< M) <e, 1<pi(n)<c pp yi €0, 1]\L.
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Mais A\ et y1f ne sont pas supposées uniformément bornées sur |0, 1[.
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e Mais \? et puf ne sont pas supposées uniformément bornées sur |0, 1[

1
/ max (1 (y1), A (1) + i (1)) dyr —— o0
0
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e Mais A\’ et puf ne sont pas supposées uniformément bornées sur |0, 1[.

1
/ max (p£(y1), M(y1) + £ (1)) Ay —
0 —

et

NN
: (/, uy >A(AQ(Y1)+N§(YI))dYIE>O. 3)

- ,UE(Y1)
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e Mais A\’ et puf ne sont pas supposées uniformément bornées sur |0, 1[.

1
/ max (p£(y1), M(y1) + £ (1)) Ay —
0 —

et

e (// Mﬁd();l)> // (M) + 1t (v1)) dya — O

L’hypothese technique (3) est vérifiée, par exemple, s'il existe a. tq.

1<a. < M) +pfn) <ca. ppy€l.
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e Mais A\’ et puf ne sont pas supposées uniformément bornées sur |0, 1[.

1
/ max (p£(y1), M(y1) + £ (1)) Ay —
0 —

et

2 ( / M;’(yyll)> | 00a)+ 1 0m)) da — o

L’hypothese technique (3) est vérifiée, par exemple, s'il existe a. tq.

1<a. < M) +pfn) <ca. ppy€l.

Distribution assez homogene des valeurs de \f et uf dans ]0, 1].
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene

Soit (A?) la suite de tenseurs d’ordre 4, isotropes et Y-periodiques définie par

Al(y) =24 (y)la + M ()@l pp.y=(y,y) €Y.
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene
Soit (A?) la suite de tenseurs d’ordre 4, isotropes et Y-periodiques définie par

AL(y) =2t (y)la + M ()@l pp.y=(y,y) €Y.

Considérons la suite de problemes délasticité

P(AY) —Div(A®e(u®)) = f dans Q
u= = 0 sur o9Q.

ou
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene
Soit (A?) la suite de tenseurs d’ordre 4, isotropes et Y-periodiques définie par

AL(y) =2t (y)la + M ()@l pp.y=(y,y) €Y.

Considérons la suite de problemes délasticité

P(AY) —Div(A®e(u®)) = f dans Q
u= = 0 sur o9Q.

ou
A®(x) := A? (g) p.p. x € Q.
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene
Soit (A?) la suite de tenseurs d’ordre 4, isotropes et Y-periodiques définie par

AL(y) =2t (y)la + M ()@l pp.y=(y,y) €Y.

Considérons la suite de problemes délasticité
Q

E — Div(A®e(u®)) = f dans
P(A) o
u = 0 sur 09.
ou ,(x
Ac(x):= A’ <g> p.p. x € .
ie.,
p-p- x € Q,

At (x) =2p(x)lg + A (X)) @ 1,
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Tenseurs d'élasticité du milieu hétérogene
Soit (A?) la suite de tenseurs d’ordre 4, isotropes et Y-periodiques définie par

AL(y) =2t (y)la + M ()@l pp.y=(y,y) €Y.

Considérons la suite de problemes délasticité
Q

E — Div(A®e(u®)) = f dans
P(A%) -
u= = 0 sur 0.
ou ,(x
Ac(x):= A’ <g> p.p. x € .

ie.,

A (x) =2u(x)ls + Ac(x)2 @ 1, p.p- x € Q,
ol

(2 (R -

pe(x) = pk ( - ) et Ae(x) = A2 ( . ) p.p. x = (x1,x2) € Q.
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)
[ ]

(e1,e;) désigne la base canonique de R?.
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)

o (e1,ey) désigne la base canonique de R

Acg €= min{/yAg(y)(£+e(lll)) D (E+e(W))dy:We H;(Y,R%}, (4)

pour tout & € R2%2,
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)
o (e1,ey) désigne la base canonique de R
AZ¢ : € = min {/ AL (y) (€ +e(W)) : (€ +e(W))dy:We H;(Y,R2)}, (4)
Y

pour tout & € R2*2. Pour un ¢ fixé, A: est I'homogénéisée de A%(%) quand
0 —0.
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)

o (e1,ey) désigne la base canonique de R

A¢: ¢ = min{/yAg(y)(£+e(lli)) D (E+e(W))dy:We H;(Y,R%}, (4)

pour tout & € R2*2. Pour un ¢ fixé, A: est I'homogénéisée de A%(%) quand
0 — 0.

Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; ®e;) : (e; @ ey) est la
fonction Y-périodique X*'!! définie par
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)

o (e1,ey) désigne la base canonique de R

A¢: ¢ = min{/yAg(y)(£+e(lli)) D (E+e(W))dy:We H;(Y,R%}, (4)

pour tout & € R2*2. Pour un ¢ fixé, A: est I'homogénéisée de A%(%) quand
0 — 0.

Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; ®e;) : (e; @ ey) est la
fonction Y-périodique X*'!! définie par

Y1 Cl
XM (y) = ([ (1 - W) dt) e, p-p. ¥y = (y1,52) €]0,1[%,

2

ol
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Correcteurs associés au probleme d'élasticité P(A°)
o (e1,ey) désigne la base canonique de R
AZ¢ : € = min {/ AL (y) (€ +e(W)) : (€ +e(W))dy:We H;(Y,R%}, (4)
Y

pour tout & € R2*2. Pour un ¢ fixé, A: est I'homogénéisée de A%(%) quand
0 — 0.

Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; ®e;) : (e; @ ey) est la
fonction Y-périodique X*'!! définie par

Y1 Cl
XM (y) = ([ (1 - W) dt) e, p-p. ¥y = (y1,52) €]0,1[%,

2
Cl:(/l dt )
: o A2t

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 21 /27
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Soit W1 définie par

W (y) == yrer — XM (y), Yy = (y1.y2) €]0,1].
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Soit W= définie par
W (y) == yier = XM (y), Yy = (n.y2) €0, 1%

On a

#
% e 0 e2> , Div(Ag e(w&”)) —0,

A’ e(Wg’ll) =c! (91 ©e+
AE 4 2pc
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Soit W= définie par
W (y) == yier = XM (y), Yy = (n.y2) €0, 1%

On a

b\
Ale(W) = (el Dert el e2> Div (A e(W11)) =0,

€ He

1
(WE 11) W e; ©e; et Ai (e1 ® e1) . (e1 ® el) = Cal.
He
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Soit W= définie par

W (y) == yrer — XM (y), Yy = (y1.y2) €]0,1].

On a
# 11 1 M ) 4 I
Ale(W!) = c! (e Oer+ e e |, Div(Ale(W ™)) =0,
AL+ 2uz
e,11 c! - 1
e(W’ ):me:[@el et A*(e1®e1)(e1®el)zcs
e,11

Le correcteur w= " est défini par

wol(x) := Wit (f) = xje; — X! (f)a p-p. x €.
£ 9
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

3% C2
X (y) == X (y) = (/1 (1 - /j) dt) e, p.p. y = (y1,y2) €]0,1]%,

2

Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 23 /27



Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

3% C2
X (y) == X (y) = (/1 (1 - /j) dt) e, p.p. y = (y1,y2) €]0,1]%,

= ([%)
. = 7
0 Me

N

ou
-1
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

3% C2
X (y) == X (y) = (/1 (1 - ;ﬁ) dt) e, p.p. y = (y1,y2) €]0,1]%,

1
dt
2. ad
“ (/ u@)
On définit W='2 par

W2 (y) == yre — X7(y), Vy = (y1.y2) €]0, 1.

N

ou
-1
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

2 He

1
dt
2. a0
“ (/ u@)
On définit W='2 par

W2 (y) == yre — X7(y), Vy = (y1.y2) €]0, 1.

_ Y1 C2
X (y) = X () = (/1 (1 - Eu) df) ez, p.p. y = (y1.2) €]0, 1%,

ou
-1

On a
Ale(W'?) =2c%e; e, Div(Afe(W™?)) =0, dans R?,
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

2 He

1
dt
2. a0
T (/ u@)
On définit W='2 par

W2 (y) == yre — X7(y), Vy = (y1.y2) €]0, 1.

_ Y1 C2
X (y) = X () = </1 (1 - Eu) df) ez, p.p. y = (y1.2) €]0, 1%,

ou
-1

On a
Ale(W'?) =2c%e; e, Div(Afe(W™?)) =0, dans R?,
2

c
e(WE’u) =Ze 0Oe et Al(e;0er): (e 0 ey) =c2
i
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

2 He

1
dt
2. a0
T (/ u@)
On définit W='2 par

W2 (y) == yre — X7(y), Vy = (y1.y2) €]0, 1.

_ Y1 C2
X (y) = X () = </1 (1 - Eu) df) ez, p.p. y = (y1.2) €]0, 1%,

ou
-1

On a
Ale(W'?) =2c%e; e, Div(Afe(W™?)) =0, dans R?,

2

c? .
e(WE’u) =Ze 0Oe et Al(e;0er): (e 0 ey) =c2
i

On définit le correcteur we12

par
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Un minimiseur dans la définition (4) pour £ = (e; © ez) : (e1 ©® ey) est la
fonction Y-périodique X*'1? définie par

2 He

1
dt
2. a0
T (/ u@)
On définit W='2 par

W2 (y) == yre — X7(y), Vy = (y1.y2) €]0, 1.

_ Y1 C2
X (y) = X () = </1 (1 - Eu) df) ez, p.p. y = (y1.2) €]0, 1%,

ou
-1

On a
Ale(W'?) =2c%e; e, Div(Afe(W™?)) =0, dans R?,

2

c? .
e(WE’u) =Ze 0Oe et Al(e;0er): (e 0 ey) =c2
i

On définit le correcteur w

12 (X X
w?(x) 1= e W™ (7) = xjep — X512 (7)7 p.p. x € Q.
3 &
Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 23 /27
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Soit )¢ continue, 1-périodique et affine par morceaux définie sur R par
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Soit )¢ continue, 1-périodique et affine par morceaux définie sur R par

eR. )
R——Z/Zyl si y1€(0,1/2—R.),
€
Piy) =4 en—1/2) si y1€[1/2—R.,1/2+R],
eR, )
R_—sl/2(Y1—1) si y1€(1/24+R.,1).
€
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Soit )¢ continue, 1-périodique et affine par morceaux définie sur R par

eR. .
_ 1/2—-R
R_12 " si. y1€(0,1/ =),
Piy) =< en—1/2) si y1€[1/2—- R, 1/2+ R.],
eR. .
_ -1 1/2+R.,1).
R5_1/2(y1 ) Sl .yle(/ + 57)
uf
ER -
0 X
V2R, U2 U2R. 1
SER - —— =
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Soit )¢ continue, 1-périodique et affine par morceaux définie sur R par

eR. .
_ 1/2—-R
R_12 " si. y1€(0,1/ =),
Piy) =< en—1/2) si y1€[1/2—- R, 1/2+ R.],
eR. .
_ -1 1/2+R.,1).
R5_1/2(y1 ) Sl .yle(/ + E?)
uf
ER -
0 X
V2R, U2 U2R. 1
SER - —— =

La suite 1. définie par

Pe(x) = wg (%), p.p. x = (x1,x2) € Q
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Soit )¢ continue, 1-périodique et affine par morceaux définie sur R par

_eR si
R —1/2 "
wg(yl) = E(yl — 1/2) si
eR. .
=  (h-1
RE _ 1/2 (yl ) S
w
ER -
0
V2R e U2R, 1
SER

y1€(0,1/2-R.),
vi €[1/2—-R.,1/2+ R],

vi €(1/24+R.,1).

X

La suite 1. définie par
X
()= v (), ppox=(xx) €0
vérifie

e — 0 fortement dans H'(Q) et Vi.(x)=e1 p.p. x€F..
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Théoreme (Influence des oscillations du milieu extérieur (B&C-E))

i) Pour tout i € {1,2}, la suite de tenseurs de contraintes £& = A%e(u®) vérifie,
pour tout ¢ € D(Q),

/gi,godx:c;;/e(u) : (e1 ® &)  dx —/ De(x) £° : (e ® Vip) dx + o(1),
Q Q Q
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Théoreme (Influence des oscillations du milieu extérieur (B&C-E))

i) Pour tout i € {1,2}, la suite de tenseurs de contraintes £& = A%e(u®) vérifie,
pour tout ¢ € D(Q),

/ﬁicde:cj;/e(u) : (e1 @ &) p dx —/ De(x) £° : (e ® Vip) dx + o(1),
Q Q Q

ol

u® est la solution du probléme P(A%),
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Théoréme (Influence des oscillations du milieu extérieur (B&C-E))

i) Pour tout i € {1,2}, la suite de tenseurs de contraintes £& = A%e(u®) vérifie,
pour tout ¢ € D(Q),

/gi,.@dx:c;;/e(u) : (e1 @ &) p dx —/ De(x) £° : (e ® Vip) dx + o(1),
Q Q Q
ou

u® est la solution du probléme P(A%),

u := (u,0) est la limite faible de u® dans H'(Q, R?),
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Théoréme (Influence des oscillations du milieu extérieur (B&C-E))

i) Pour tout i € {1,2}, la suite de tenseurs de contraintes £& = A%e(u®) vérifie,
pour tout ¢ € D(Q),

/gi,.@dx:c;/e(u) : (e1 ® &)  dx —/ De(x) £° : (e ® Vip) dx + o(1),
Q Q Q

ol
u® est la solution du probléme P(A%),

u := (u,0) est la limite faible de u® dans H'(Q, R?),

1

1 - 1
cl = lim (/ %) et c2:=2lim </ d—g)
e—0 0 AZ+ 2,U/5 =0 0 HMe
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(=] [=] £ = £ A
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it) Si l'on suppose que

im ( /0 (1)) max (s (5a), M0 + ) dyl) _o,

e—0

v
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it) Si l'on suppose que

e—0

im ( /0 (1)) max (s (5a), M0 + ) dyl) _o,

alors on a la convergence au sens des distributions
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it) Si l'on suppose que

im ( /0 (1)) max (s (5a), M0 + ) dyl) _o,

e—0
alors on a la convergence au sens des distributions

ci <8u1 ou;

e _ (YL il 4 1
&, > Lo +8x1> dans D'(Q), ie€{l,2},
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it) Si l'on suppose que

e—0

1
. 2

lim (/0 (¥(y1))" max (uf(y1), A (va) + (1)) dﬁ) =0,
alors on a la convergence au sens des distributions

ci <8u1 ou;

e _ (YL il 4 1
&, > Lo +8x1> dans D'(Q), ie€{l,2},

et uy est I'unique solution du probléme limite
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it) Si l'on suppose que

e—0
alors on a la convergence au sens des distributions

T
51' 2 <8X,' + 8X1
et uy est I'unique solution du probléme limite

—div(AjVw) = i in Q C

ol A =
vy = 0 on 09, 0

lim (/0 (92(31))” max (4 (1), AL () + b (1)) dy1> =

> dans D'(Q), ie€{1,2},

0,

N[
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it) Si l'on suppose que

tim ([ 03000)" max (12 0n). X00) + o) b ) =

alors on a la convergence au sens des distributions

R cl (Ouy  Ou; , .
= ===+ = d D'(Q2 1,2
- 5 (G2+52) dns D@, iequn
et uy est I'unique solution du probléme limite
1
—div(AiVu) = f in Q e U
ou A = 5 |,
uy = 0 on 09, 0 %*
avec
1 -1 1 -1
dt dt
cl = lim (/ ﬁ) et  c2:=2lim (/ —ﬁ>
e—0 0 )‘E+2IU/€ e—0 0 e |
25 novembre 2010, 26 / 27
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iii) On suppose que

b=l (/0 (8 (31))” max (4 (1), e (ya) + 4 (1)) dy1> £0
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iii) On suppose que
1
b= lim (/O (2 (1)) max (12 (y1), X (1) + 1 (1)) dy1> #0

et que les coefficients de Lamé (., i) sont constantes dans F. et vérifient

y.
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iii) On suppose que
1
b= lim (/o (7/)5()’1))2 max (pf(y1), AL(y1) + (1)) d)ﬁ) #0

et que les coefficients de Lamé (., i) sont constantes dans F. et vérifient

A
Z=r¢>0 et =v>0.

e

He (ra)3
5

y.
Mohamed Camar-Eddine (INSA-IRMAR) 25 novembre 2010, 27 / 27




iii) On suppose que
1
b= lim (/ ($2(y1)) " max (4 (1), AL (1) + b (1)) dyl) # 0
e— 0

et que les coefficients de Lamé (., i) sont constantes dans F. et vérifient

A 3
A_yso e HlEN_ oy
He €
Alors, on a les convergences au sens des distributions
ou c? du 4b Q3u
5 1 1 5 * 1 1 /
— o —, —~ == _—- ________— D'(Q),
€ G Oxq 12 2 0xp L4203 ans &)
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iii) On suppose que
1
b:=lim, (/0 (¥£())” max (1 (2). A1) + (1) dy1> £0

et que les coefficients de Lamé ()., j1-) sont constantes dans F. et vérifient

A 3
Z=¢>0 et e (rc) =v>0.
e
Alors, on a les convergences au sens des distributions
ou c? du 4b 3y
€ 1 i € * 1 1 ’
—~ c, — —~ == _—- ________— D'(Q
Y 12 2 0xp L4203 ans (),
et uy est la solution unique de I'équation d’ordre 4
. 4b 64U1
—div (A1Vuy) + ) Txg = f; dans Q,
up = 0  sur 09,
9 _ o J0,1[x{0,1}
8X2 - ’ ) 0
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