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Contexte

Etude de I'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique (ihV — A)?
dans un domaine régulier de R3

@ Approximation du champ par un champ constant
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Contexte

Etude de I'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique (ihV — A)2
dans un domaine régulier de R3

@ Approximation du champ par un champ constant

o 0 € [0,7]: angle entre le champ et le bord du domaine
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Contexte

Etude de I'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique (ihV — A)2
dans un domaine régulier de R3

@ Approximation du champ par un champ constant
o 0 € [0,7]: angle entre le champ et le bord du domaine

@ On se rameéne a étudier I'opérateur
h?D? 4 h*D? + (hD, + t cos§ — ssin 6)?

sur le demi-espace 7 = {(r.s.t) € R®: ¢ > 0}
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Contexte

Etude de I'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique (ihV — A)2
dans un domaine régulier de R3

@ Approximation du champ par un champ constant
o 0 € [0,7]: angle entre le champ et le bord du domaine

@ On se rameéne a étudier I'opérateur
h?D? 4 h*D? + (hD, + t cos§ — ssin 6)?

sur le demi-espace 7 = {(r.s.t) € R®: ¢ > 0}

@ Transformation de Fourier en r :
h*D2 + W*D? + (hp + tcos® — ssin6)?

sur le demi-plan R2 = {(s,t) € R?: t > 0}
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D2 + h?D? + (hp + tcos @ — ssinf)? sur R, § =0
Opérateur de de Gennes
2 N2 2 N2 2
W?D? + ?D? + (hp + t)
On se rameéne a l'opérateur de de Gennes sur la demi-droite
H(¢) = D} + (t = ¢)?
= Yt
Domaine de la réalisation de Neumann :

{ve H*(R,), t?v € [*(R}), v/(0) = 0}
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D2 + h?D? + (hp + tcos @ — ssinf)? sur R, § =0
Opérateur de de Gennes
h*DZ + h*DZ + (hp + t)?
On se rameéne a l'opérateur de de Gennes sur la demi-droite
H(¢) = DF + (t = ¢)?
Domaine de la réalisation de Neumann :
{ve H*(R,), t?v € L*(R}), Vv/(0) = 0}
(11(€), ve) = plus petite valeur propre de H., vecteur propre normalisé

Proposition.[Dauge-Helffer 93]
La fonction  atteint son minimum ©g en un unique point (5. On a

(2=0p et ©g~0.590106125

/\ (t = Co)lvgo(t)[Pdt = 0
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D2 + h?D? + (hp + tcos @ — ssinf)? sur R, § =0

Opérateur de de Gennes

Jim w(C)=1 et lim pu(C)=+oo
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D2 + h?D? + (hp + tcos — ssin0)? sur RZ, 6 # 0

@ Translation en s : on se raméne a un opérateur de Schrodinger avec
un potentiel électrique sur le demi-plan R2 = {(s,t) e R? : t > 0}

h?D? + h?D? + (t cos — ssin 0)?
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D2 + h?D? + (hp + tcos — ssin0)? sur RZ, 6 # 0

@ Translation en s : on se raméne a un opérateur de Schrodinger avec
un potentiel électrique sur le demi-plan R2 = {(s,t) e R? : t > 0}

h?D? + h?D? + (t cos — ssin 0)?

@ Changement d’'échelle : on se raméne au cas h=1

D? 4+ D? + (tcosf — ssinf)?
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Notations

Q=R3; ={x=(s,t) e R? t >0}

Vo: x = (s,t) € Q+— (tcosh — ssinh)? tcosf = ssin@
0 € (0,%) : angle entre 09 et la demi-droite 0
d'équation tcosf = ssinf ol le potentiel 0

(tcosf — ssin)? atteint son minimum

Loy=—-A+Vy=D>+D>+V, défini sur Dy(Lp)
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Notations

Q=R3; ={x=(s,t) e R? t >0}

V@ZX:(S. t)EQ’—>(tCOS()755in{))2 tcos@ = ssin @
0 € (0,%) : angle entre 09 et la demi-droite 0
d'équation tcosf = ssinf ol le potentiel 0

(tcosf — ssin)? atteint son minimum

Loy=—-A+Vy=D>+D>+V, défini sur Dy(Lp)

go(u) = /Q (|Vu\2 + V0|u\2) dx

définie sur D(qg) = {u € L%(Q), Vu € L%(Q), VVyu e [2(Q)}



on(0)

Spess('ca)

n® valeur propre de Ly définie par le principe de min-max
spectre essentiel de Ly

Proposition. [Helffer-Morame 02, Lu-Pan 00]

«O» «Fr « =>»

« =

DA



Introduction Spectre Localisation des fonctions propres Densification du spectre Asymptotique

Premiers résultats

on(0) n® valeur propre de Ly définie par le principe de min-max
SPess(L0)  spectre essentiel de Ly

Proposition. [Helffer-Morame 02, Lu-Pan 00]
® 5pees(Lo) = [1, +00)
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Premiers résultats

on(0) n® valeur propre de Ly définie par le principe de min-max
SPess(L0)  spectre essentiel de Ly

Proposition. [Helffer-Morame 02, Lu-Pan 00]
° Spv,\\(['()) - [1 ’X)

@ 0 +— 0,(0) croissante sur (0, 5) avec monotonie stricte pour n =1
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Premiers résultats

on(0) n® valeur propre de Ly définie par le principe de min-max
SPess(L0)  spectre essentiel de Ly

Proposition. [Helffer-Morame 02, Lu-Pan 00]
® 5peaa(Lo) = [1, +0)
@ 0 +— 0,(0) croissante sur (0, 5) avec monotonie stricte pour n =1

@ 01(f) < 1, simple et associée a une fonction propre positive
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Premiers résultats

on(0) n® valeur propre de Ly définie par le principe de min-max
SPess(L0)  spectre essentiel de Ly

Proposition. [Helffer-Morame 02, Lu-Pan 00]

Sp(‘,\\(L"()) - [1 'X)
0 — 0,(0) croissante sur (0, 5) avec monotonie stricte pour n =1
o1(0) < 1, simple et associée a une fonction propre positive

0+ o1(0) analytique
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Simulations numériques

— (_ c
Rab,c = (—a,b) x (0, ¢c) Dirichlet
on(0; a, b, c) : valeurs propres de Ly(a, b, c) = —A+Vj Rape
sur R, . avec conditions de Neumann en t = 0 et de
. g . Neumann
Dirichlet sur les bords artificiels —a b

on(0) < 0,(0; a, b, €)

Monotonie de a,(8; a, b, ¢) en chaque variable a, b ou ¢
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Simulations numériques
Approximation de o,(0) pour § = 97 /2 avec ¥ € {k/100,1 < k < 99}

Méthode des éléments finis de degré Qg
10 ou 15 éléments dans chaque direction
ae{l0n,n=1,...,10}

Asymptotique



Proposition. o (g) =1 Jlim 0f(6) =0
—7

Idées de preuve.
L(60,7) = D? + D? + (t(cosf + ) — ssin0)?, v >0
L(0,v) unitairement équivalent a pL, avec « = arctan ( - )

cos O+~
Changement d'échelle t = (cosf + )t
Formule de Feynman-Hellman

s 0
V0 ¢ (0,5) . 0<al(0) < Z?:e a1(0).
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Comportement en 7/2

Proposition. o (g) =1, Hlimf 01(6) =0

Idées de preuve.
L(0,7) = D? + D? + (t(cosf + ) — ssin0)?, v >0

L(0,7) unitairement équivalent a pL, avec o = arctan (cof’(}iv)

Changement d'échelle t = (cos 6 + )t
Formule de Feynman-Hellman

T cos
Vo € (o, 5) 0= a(0) < Tou(0).
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Localisation des fonctions propres Densification du spectre

Simulations numériques
Premier mode propre de Ly(15,25,15) pour 6 =975

0.1

0.2

0.3

o1(0; 15,25, 15)

0.70307031204

0.79630376085

0.86980918147 -

Eléments rectangulaires 2 x 1, degré Qg

Asymptotique
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Estimation isotrope

Théoréme.
Soit (o(#), ug) un mode propre de Ly avec () < 1. On a:

Va € (0,4/1—0(0)), 3Cap >0, qo(e*™up) < C,, ()

L'estimation dégénére quand 01(0) — 1 ou 8 — 0 (car C,9 explose)
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Estimation isotrope

Préliminaires - formule " IMS”

® fonction uniformément lipschitzienne sur Q
Si u € Dn(Ly), alors

(Lou,e*®u) = gp(e®u) — H|V¢|€¢U||i2(9)

Asymptotique
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Estimation isotrope

Préliminaires - formule " IMS”

® fonction uniformément lipschitzienne sur Q
Si u € Dn(Ly), alors

(Lou, &*®u) = qo(e®u) — [||VO|e®ul|fzq)
Soit (0(f), ug) une paire propre de Ly, alors
/ IV (e®up)|? + / (Vo — a(0) — [VO|?)e*®|ug|* = 0
Ja Ja
Soit (Q27,Q27) une partition de Q: Q=QTUQ™ et QT NQ~ =0, alors

/ (VHfJ(())f\V(DF)eN)\uH\QSsup‘VHfﬁ((J)f\VCDH/ e*®|up|?
JQ+ Q JQ-
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Estimation isotrope

Préliminaires - formule " IMS”

® fonction uniformément lipschitzienne sur Q
Si u € Dn(Ly), alors

(Lou,e*®u) = gp(e®u) — H|V¢|€¢U||i2(sz)

Soit (0(f), ug) une paire propre de Ly, alors
/ IV (e®up)|? + / (Vo — a(0) — [VO|?)e*®|ug|* = 0
Ja Ja
Soit (Q27,Q27) une partition de Q: Q=QTUQ™ et QT NQ~ =0, alors

/ (vﬁfa(())f\vm?)e”\uﬁ\?gsup\vﬁfa(())f\vqm/ e*®|up|?
JQ+ Q JQ-

Soit (/)i une partition de I'unité avec >, x? = 1. Alors pour u € D(qp)

> anlu) = afo /Dw uf?
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Estimation isotrope

Démonstration - notation

(X1, x2) : partition de I'unité sur R* avec x2 + x3 =1 et

0<x1<1, xi(r)=1sir<letOsir>2
0<x2<1, xo(r)=0sir<letlsir>2

On définit
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Estimation isotrope

Démonstration - notation

(X1, x2) : partition de I'unité sur R* avec x2 + x3 =1 et

0<x1<1, xi(r)=1sir<letOsir>2
0<x2<1, xo(r)=0sir<letlsir>2

On définit

On fixe a >0
On choisit comme distance d’Agmon

®(s, t) = aV/s? + t2 = alx]

Alors |[V®|? = o?



2 2
2
/9(0(9) + [V[?)e*®|up|? = Z qg(XJRe¢U9) - Z/Q |VXJR| e2®|up|?
j=1 j=1

On choisit € € (0,1 — 0(0)) et on fixe « = /1 — e — o(0). Alors

a(0) +|VOP=1—¢

max (| x| [IX2l00)?

2 . Donc

<

SO

Soit R > 0 tel que

< H€®U0

2
%Q(Q) o Z q()(;\fe¢ Up)
j=1

< |IxFe®uolli2q) + 11x5 €® uallf2ia) — 90 (x5 €® o)

> < A

«0O)>r «Fr « >
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Estimation isotrope

Démonstration - étape 1

e+ IvoR)euf - qu e u) - Z/ e
On choisit € € (0,1 — o(0)) et on fixe @ = /1 — e — o(0). Alors

o@) +|Vo)2P=1—-¢

:/Q(U(Q)HVCD\Z) e*®lugl* = (1 —¢)[le®uoll o
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Estimation isotrope

Démonstration - étape 1

2
2
e+ IvoR)euf - qu Getu) =Y [ [T
j=1

On choisit € € (0,1 — o(0)) et on fixe @ = /1 — e — o(0). Alors
o(0)+ VP =1—¢

:/Q(U(G)HVCD\Z) e*®lugl* = (1 —¢)[le®uoll o

2
Soit R > 0 tel que max(HX1||,§2, IPxalloc) < % Donc

2

€ @ R _®

le® ullEgey < le®unlay — D an(fe®u)
j=1

< Ixte®unllfaiy + x5 € usllf2a) — g0 (x5 €® o)



Lemme de Persson:

- q(u)
Y(Lo,r)=infq —>—"
{””“fz(g)

L ueC@n EB,)} o infoe(Ly) = 1
On choisit R assez grand de sorte que

Ainsi
Finalement

Pas d’estimation uniforme pour 6 € (0, 7)

«O>» «F»r « >

« =

DA
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Estimation isotrope

Démonstration - étape 2

Lemme de Persson:

(Lo, r) = inf {%U) ue CE@n CB,)} o infoes(Lo) =1
()

On choisit R assez grand de sorte que

qg(X§e¢Ug) > (1 — E) / e2¢\ue|2dx
4 [x|>2R
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Estimation isotrope

Démonstration - étape 2

Lemme de Persson:

(Lo, r) = inf {%U) ue CE@n CB,)} o infoes(Lo) =1
()

On choisit R assez grand de sorte que

qg(X§e¢Ug) > (1 — E) / e2¢\ue|2dx
4 |x|>2R

Ainsi

£
el < |

€
e2®|ug[2dx + (1 - 7) / e2®|ug|?dx
[x|<2R [x[>2R

4
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Estimation isotrope

Démonstration - étape 2

Lemme de Persson:

(Lo, r) = |nf{H o (u ) L ue COOC(QOCB,)} o inf oess(Lg) =

On choisit R assez grand de sorte que

qo(xFe®up) > (1—7)/ e>®|up|2dx
4 [x|>2R

Ainsi
Ep o g2 20 |2 € 20| |2
5l1e®uslliz (o) S/ e |ug|“dx + (1— 7)/ e |ug|“dx
2 x|<2R 47 Jix1>2r
Finalement .
T20) < - e**R|ug|| T2y

Pas d'estimation uniforme pour 6 € (0, %)
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Estimation isotrope uniforme

Proposition. Soit 7 < 1. Il existe C > 0 et v > 0 tels que pour toute
paire propre (0(0), ug) de Ly avec o(f) <m, on a

/ €2A't Ll(./‘z(lsdf S CHUHHiZ(Q)
JQ
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Estimation isotrope uniforme

Proposition. Soit 7 < 1. Il existe C > 0 et v > 0 tels que pour toute
paire propre (0(0), ug) de Ly avec o(f) <m, on a

/ €2A't UHF(IS(U' < CHUHHiZ(Q)
JQ

Idée de preuve.
On choisist ® = «t et une partition de I'unité en t
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Localisation des fonctions propres Densification du spectre

Simulations numériques
Premier mode propre de Ly(15,25,15) pour 6 =975

0.4

0.5

0.6

o1(0; 15,25, 15)

0.92410049174

0.96110511136

0.98432278339 4

Eléments rectangulaires 2 x 1, degré Qg

Asymptotique
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Estimation anisotrope

Théoréme.
Soit 0 < 8 < 3. Soit (0(f), up) un mode propre de Ly avec o(f) < 1.
Alors il existe une constante K () telle que

Clr/(ejv” up) < K(B)|lue

2
L2(2)
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Estimation anisotrope

Théoréme.
Soit 0 < 8 < 3. Soit (0(f), up) un mode propre de Ly avec o(f) < 1.
Alors il existe une constante K () telle que
Wy |\ < 2
qo(e” " up) < K( ’)HUHHB(Q)

Idées de preuve. On choisit

o(x) = (1— 4) /\/ﬁ J(2=a(0)
d
Soit g(d) = /m V(7 —a(8))+ dl, alors ®(x) = (1 — §)g(+/ Va(x)).
2

i+@(|nd) et g'(d) = d+0(d™h)

d~>7+oo 2 d—+o0

On a g(d)

Il suffit donc de montrer que q(-)(e(DU(-)) est uniformément borné en 0 pour
tout ¢ € (0,1)



Ona [VO]> = (1—6)%(Vy — o(6))=

Soit 7 > 0, on considére une partition de I'unité pour Q:
Ay ={(s,t) €Q,Vo—a(0) >n} et A ={(s,t) €Q Vo—0o(0) <n}
Sur AF

Vo — a(0) — |VO|? = (Vo — 0(6))(26 — 62) > (26 — 62)
Sur A, |Vo—a(8)—|VO[?| = { a(0) — Ve

si Vy < 0(9)
(Vo — 0(6))(20 — 6%)
Supposons

sinon

2
/ e“¢ up .
. A;

(1-0)\/I1?—0o(0)dl = K(n,d,0(0))

. Alors
;,(2542)/ e>®|uy|? < / (Vo—a(0)—|V®[2)e*®|ug|?> < o(6)
J A JA
Finalement

n

/
(o) NGk
e(bu()HL_’(Q) <~ <m + 1> e><p /

Va(0)
Ko((s) =

max

in K(n,d,
0€[00,1] nrg/l(rl‘) (1,0,0)

«O>r «Fr <

it
v
a
it
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Estimation anisotrope

Démonstration
Ona |[VO]?2 = (1—6)*(Vy —0a(8))+
Soit 17 > 0, on considére une partition de I'unité pour €:
Al ={(s,t) € Q, Vop—a(0) >n} et A ={(s,t) €Q Vy—a(f) <n}

Sur Af © Vo —a(0) — VO] = (Vy — a(0))(20 — 6%) > n(20 — 6%)

0'(6) -V si Vy < 0'(9)

Sur A, |Vo—a(0)—| V| = { (Vo — o(0))(26 — 62)  sinon



Introduction Spectre Localisation des fonctions propres Densification du spectre Asymptotique

Estimation anisotrope

Démonstration
Ona |[VO]?2 = (1—6)*(Vy —0a(8))+
Soit 17 > 0, on considére une partition de I'unité pour €:
Al ={(s,t) € Q, Vop—a(0) >n} et A ={(s,t) €Q Vy—a(f) <n}

Sur Af © Vo —a(0) — VO] = (Vy — a(0))(20 — 6%) > n(20 — 6%)

0'(9) -V si Vy < 0'(0)
(Vo — a(0))(25 — 6%)  sinon

Supposons 0 < 7(26 — §2) < ©q < o(0). Alors

n(26-8%) / uy 2 < / (Vo—o(8)—|VOP)e|ugl? < o(0) / & |up|?
Aj; +

An A;

Sur A, |Vo—a(0)—|VOP| :{
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Estimation anisotrope

Démonstration
Ona |[VO]?2 = (1—6)*(Vy —0a(8))+
Soit 17 > 0, on considére une partition de I'unité pour €:
Al ={(s,t) € Q, Vop—a(0) >n} et A ={(s,t) €Q Vy—a(f) <n}

Sur Af © Vo —a(0) — VO] = (Vy — a(0))(20 — 6%) > n(20 — 6%)

0'(9) -V si Vy < 0'(0)
(Vo — a(0))(25 — 6%)  sinon

Supposons 0 < 7(26 — §2) < ©q < o(0). Alors

n(26-8%) / uy 2 < / (Vo—o(8)—|VOP)e|ugl? < o(0) / & |up|?
Aj; +

An A;

Sur A, |Vo—a(0)—|VOP| :{

Finalement
o 9 -\/0'(9)4’7]
l[e®ug |l 120) < (M + 1) exp/ NV I?—a(0)dl = K(n,d,0(0))

Ky(d) = in K(n,o
o(9) ag?cg;(,un?/'(':s) (n,0,0)

\o(0)
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Simulations numériques

Premier mode propre de Ly(5,15,75), 0 =93

¥ =0.85

/

/ /

0.99445407220 0.99910390126 0.99987798948 1.0001656284
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Simulations numériques pour 0 petit
Approximation de o,(0) pour § = 97 /2 with 9 € {k/100,1 < k < 20}

a=b=100; c =50 pour § < 55 et c =100 pour 0 € [35, 151
20 x 20 éléments carrés et degré Qqg

1-
0.95r

0.9r
0.851
0.8r

0.75} 4

0.651

0.6¢ i i
0 0.05 0.1 0.15 0.2




Théoréme.

on(0) < ©gcosb + (2n—1)siné,

Vn>1

Soit n(f) le nombre de valeurs propres de Ly en dessous du spectre
essentiel, alors

«O» «F»r « =

Er» «E>»

DA
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Majoration des valeurs propres

Théoréeme.

on(0) < ©gcost + (2n—1)sinb, Vn>1

Soit n(f) le nombre de valeurs propres de Ly en dessous du spectre

essentiel, alors
1—-0pcost 1
gy >-——"— """+ =
)= g T2
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Construction de quasi-modes

Lemme. Soit v, la n® fonction d'Hermite. On rappelle :
VYn>0, Vx €R,  —l(x) 4+ x*n(x) = (2n + 1),(x).

On définit les fonctions normalisées u, 9 orthogonales pour ay :

lna(s,t) = (cos0 5in0)* v, (¢V/cos0) (m : ﬁ)

Alors

VneN, Vo e (0, g) . bo(tng) =Ogcosh + (2n+ 1)sinf
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Construction de quasi-modes

Démonstration

On utilise le changement de variables

. Co
= svVsinf —
Y Vtan @
z =tV cosb

Alors
9o(Uno) = cos@/ﬁ(|vé0(z)|2|1/;,,(y)|2+(zf(o)2|vco(z)\2|w,,(y)|2)dde
+ sin9/ (1R Ive (2)1 + y2 [n(y)I? v, (2)[7) dy dz
Q

NN, / Y(z = )vey (2) Pl ) dy dz

= ©Ocos 9||1/’nH%2(1R) + (2n+ 1)sin 9“VCO“i2(R+)
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Densité du spectre

Proposition. Soient ¢ > 0 et n un entier tels que
u(¢)cosf + (2n+1)sinf < 1
Alors il existe A € o(Lg) et une constante C > 0 telles que

|(C) cosf + (2n+1)sinf — A| < CevV2cosfsinfy/n? + 1
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Densité du spectre
Proposition. Soient ¢ > 0 et n un entier tels que

w(¢)cos+ (2n+1)sinf < 1
Alors il existe A € o(Lg) et une constante C > 0 telles que

|(C) cosf + (2n+1)sinf — A| < CevV2cosfsinfy/n? + 1

Idées de preuve.

inosc(5. £) = (cosO'sin 0)F v (£v/cos ), (5Vsin 6 — \/th)

+ théoréme spectral
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Densité du spectre
Proposition. Soient ¢ > 0 et n un entier tels que

u(¢)cosf + (2n+1)sinf < 1
Alors il existe A € o(Lg) et une constante C > 0 telles que

|(C) cosf + (2n+1)sinf — A| < CevV2cosfsinfy/n? + 1

Idées de preuve.

inosc(5. £) = (cosO'sin 0)F v (£v/cos ), (5Vsin 6 — \/th)

+ théoréme spectral

Proposition.

7

Yo € (©p, 1), Ve > 0, 36y € (o. ) V0 € (0,00, IX € sp(Lg), [ho—A| < ¢

NS
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Valeurs propres

Théoreme.
Pour tout My > 1, il existe hg > 0 et C(Mp) > 0 tels que pour tout
0<O<hyetl<n<M

on(0) — (90 +0y Wéco) (2n — 1)) < C(Mo) 632
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Valeurs propres

Théoreme.
Pour tout My > 1, il existe hg > 0 et C(Mp) > 0 tels que pour tout
0<O<hyetl<n<M

(Tn(@) - (@0 + 0 \/ ! (26'0) (2[7 — 1)) S C(Mo) €3/2
y =sVsinf — o
Changement de variables : Vtand

z = tVcosf

L'opérateur Ly se récrit cos (L, + Og) avec h =tanb et
L4 = hD2+ D2 + (z — (o — yh'/?)? — &g

Soit s,(h) la n® vp de £4. On a 0,(0) = cosf(Og + s,(tan b))
Théoréme. Pour tout My > 1, il existe C(Mp) > 0 et hy > 0 tels que
pourtout 1 < n< Myet0O< h< hy

< C(Mo) h*?

sn(h) — h "HSO) (2n — 1)
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Vecteurs propres

Théoreme.
i) (.2) = s ([ ) v (2)
0 2) = v r ([FN] ) () + W2y v ()

On pose
(s, t) =y (h)(y,2),  @f,y(s,t) =iis(h)(y,2) et h=tanf
Alors

| tn,o—10, ()HL ) < coY 2Hun //HL et ||uno— nHHL2 < CO|lun, ()HL
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Construction des quasi-modes

£y = P+ h'/?Py + hPy avec Py = D? + (z — (3)? — ©0 = He, — ©o
Pr=—2(z - Go)y
Py = D}% +y?
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Construction des quasi-modes

£y = P+ h'/?Py + hPy avec Py = D? + (z — (3)? — ©0 = He, — ©o
Pr=—2(z - Go)y
Py = D}% +y?

On cherche un quasi-mode de la forme uy, = g + h'/2p1 + hp, associé a
une valeur propre v, = Yo + h'/?~1 + hy,. Ainsi

% (Po—0)p0 =0
H/2 . (P = 70)¥1 = 1100 — Pro

h: (Po—"0)p2 = 1200 + M1 — Papo — Prpy
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Construction des quasi-modes

£y = P+ h'/?Py + hPy avec Py = D? + (z — (3)? — ©0 = He, — ©o
Pr=—2(z - Go)y
Py = D}% +y?

On cherche un quasi-mode de la forme uy, = g + h'/2p1 + hp, associé a
une valeur propre v, = Yo + h'/?~1 + hy,. Ainsi

h°: (Po—0)p0 = 0
h/2: (Po = 0)¢1 = 110 — Prego

h: (Po—"0)p2 = 1200 + M1 — Papo — Prpy

h® = v0 =0 et oy, z) = v, (2)f(y)
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Construction des quasi-modes
Condition de compatibilité pour h/2:

(7100 — P10, Vo) 12, ,) = 0
On obtient 3 = 0 et on peut prendre

7:1()/72) - WQO(Z)yf()/), avec WQO(Z) - (()k Vﬁ)\t*io
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Construction des quasi-modes
Condition de compatibilité pour h/2:

(7100 — P10, veo) 2(m, ) = 0
On obtient 3 = 0 et on peut prendre

p1(y:2) = weo(2)yf(y),  avec wgo(2) = (Fcve)ic=c,

Condition de compatibilité pour h:

(Y2900 — Paspo — P11, Vo) 12w, ,) = 0

On obtient
<D3 + <1 - 2/ (z - Co)Wco(Z)qu(Z)dZ) y2> f=f
Ry
11( ~
Alors H]mrmf — ";Qf avec H\mrm = D§ + K (2<'0)y2
On prend pour f une fonction propre f, de Hy,,,, associée a
" (
)\/Lll‘(nm — & (CO) (2[7 — 1)

2
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Approximation de Born-Oppenheimer

(z) = ©o

Pour établir une minoration, on utilise une technique de
Born-Oppenheimer :

@ remplacer HCo+yﬁ par sa premiére valeur propre u(Co + y\/ﬁ)

£, = hD] + H,

ot+yVvh
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Approximation de Born-Oppenheimer

P2

Lh=hDy + He, i, va(2) = G0
Pour établir une minoration, on utilise une technique de
Born-Oppenheimer :

@ remplacer HCo+yﬁ par sa premiére valeur propre u(Co + y\/ﬁ)

@ implémenter I'approximation harmonique standard en limite
semi-classique pour 'opérateur 1D £4, po

Lhpo = hDy2 + 1(Co + yVh) — 6

estimations d"’Agmon
+ méthode de Grushin

Mo : L2(Q) - L2(R,V) ® Sp?LH{VCO}, Wi <W= VCO>L2(R+,2)VCO
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Simulations numériques - Convergence de p,1(6) = ‘7"(9) éO, n=1,...,7 (bas en haut)

— 1
M —2n—1 quand 6 —0 avec a; = (%)
319 2

Valeurs approchées : B = 0.590106125 et 3 ~ 0.7651881

14

121 \ ]

101

Iog1 (2e/n)
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Développement asymptotique quand 6 — 0

Simulations numériques - Convergence de p,2(6) = W, n=1...,7
30 T T T
25F b
20t ]
151 b
10 / |
4/0
5- i
-3.5 -3 - -1.5

2.5
log10(260/7)

On observe que pp2(6) converge vers une limite numérique 3, quand
0 —0pourn=1,...,7
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Développement asymptotique quand 6 — 0
Bo+51(2n—1)0—3, 262 —54(6) n

Simulations numériques - Convergence de p, 3(6) = 03

=l 0o

300 ; , :
250+ 8
200f 8
150} .
100t ,
.4—0/0
50+ 8
o————0
85 ¢ 35 5-2.5 ¢ 25 15

log10(26/x)

Conjecture. ,(0) = Oy + a1(2n — 1)0 — 2,,0% — a,30° + o(0?)
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