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Précondionneur OSRC et FMM pour I’équation de Helmholtz 3D

Plan
e Contexte : équation de Helmholtz 3D
e Formulation par équation intégrale : CFIE
e Préconditionnement analytique : OSRC
e Accélération des calculs : FMM (FastMMLib)

e Résolution et analyse spectrale
* Sphere
* Domaines avec cavité

* Cone-sphere et sous-marin
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Equation de Helmholtz en domaine extérieur

Diffraction acoustique dans R*”:

Trouver © solution du probléme

[ Aut 4+ k2ut =0, dansQT,

Ot | = —Opqu™¢|p, surT,

lim |x| (Vzﬁ S iku+> = 0,

\ |x|—=>+oc0 |w\

. . inc i . . . .
avec u'"°(x) = e~ *&¢ 2 ¢ 1a direction d’incidence, k le nombre d’onde.
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Enjeux numériques

Résolution par la méthode des équations intégrales (EI) de frontiere

e Discrétisation par Eléments Finis des EI

—> Systemes liné€aires pleins, complexes, non-hermitiens

e Traiter des cas dits hautes-fréquences (k — +00)
— Systemes linéaires de grande taille

Résolution par un solveur itératif : O(N*" N ‘2/)

o N“e" = nombre d’itérations
— EI avec de “bonnes” propriétés spectrales
([Antoine-Darbas 2007], [Alouges-Borel-Levadoux 20071, . . .)

e O(N?) = Evaluation des produits matrice-vecteur
— Méthodes multipdles rapides
([Darve 2000], [Darrigrand 2002], [Sylvand 20021, . . .)
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Formulation CFIE (KRESS 83)

Trouver ¢ = —d (ut — ui™®) € HY2(T) tel que

1 : :
(5 + M + 77D> 0 = —v u™ — vy u™, surT,

avec 1 € C* le parametre de couplage et les opérateurs integraux

Mip(@) i= = [ Ouy) Gl )ow)dT(y), Vo €T
Dp(@) 1= ~Ona) [ Ouiy Clar w)pw)dl(y), Vo €T
avec G(x,y) = e*1==¥l /(4n|x — y)).

Deux difficultés majeures :

e matrices pleines — colt de résolution élevé

e mauvais conditionnement — convergence du solveur iteratif lente, au mieux
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Formulation avec préconditionnement OSRC (Kriegsmann, al 87; Antoine, al 2005)
[dée: 1”opérateur NtD, V%, vérifie é + M —-VD =1

Equation préconditionnée : Trouver ¢ = —v; (ut — ui"®) € HY2(T) tel que

I ~ . ~ .
(5 + M — VD) 0= —yg u™ + VA u™, surl.
ou V approche V' par la méthode “On-Surface Radiation Condition™ :

N 1 Ar —1/2
V=—|I]+— : avec k. = k + e, e # 0.
= ( 2 ) c=k+ 7
Remarques :

o I est évalué par approximation de Padé.

e Ar est le seul opérateur différentiel qui intervient dans cette approximation de V.

e Propriétés spectrales fortement améliorées dans le cas de géométries convexes et lisses.

e Cette formulation fait toujours intervenir les opérateurs intégraux M et D.
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Utilisation de la FMM ([GREENGARD, ROKHLIN, CHEW, DARVE, ...])

Calcul approché rapide des produits matrice-vecteur avec des matrices du type
rJr

Séparation des interactions proches et lointaines. Pour ¢ loin de j

P
Lig=> o Y a3 Y T;% )

j,B’
p=1 B/BnNsuppy; £0

B/BnNsuppy; #0
avec gz(’p ]% “local moment” dans la boite B du d.d.l. cible ¢;,
f;pé “far moment” dans la boite B du d.d.l. source ©j,
T(P)N

iy opé€rateur de transfert de B vers B.

Séries de Gegenbauer et formule de Funk-Hecke.
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Résolution numérique (a ’aide de Gmsh, MUMPS, SL-FMM)
et observation des valeurs propres (a [’aide de MELINA++ et ARPACK++)

Cas de la sphere unité
e Pour la validation (comparaison avec séries de Mie)

e (Observations :
* SER (Radar Cross Section)
* convergence de GMRES

e Comparaison des valeurs propres numériques avec :
* les valeurs propres analytiques des opérateurs

* les valeurs propres analytiques avec approximation de Padé

e Comportement en fonction du nombre d’onde, de la finesse du maillage et de 1’ordre
de Padé

Yvon Lafranche JEAN 20 Déc. 2012



Précondionneur OSRC et FMM pour I’équation de Helmholtz 3D

RCS Unit Sphere ; k=23.7 RCS Unit Sphere ; k=47.4
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RCS Sphere ; k=10 ; CFIE+OSRC+FMM RCS Sphere ; k=15 ; CFIE+OSRC+FMM
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Unit sphere, nx=1 0
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CFIE ; k=11.85, nx=10
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CFIE+OSRC ; k=10, nx=11.85, Np=2
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CFIE+OSRC ; k=10, nx=11.85, Np=2
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k Temps CPU total | Temps CPU total Temps CPU total
CFIE CFIE + SLFMM | CFIE + SLFMM + OSRC
4.76 7 min 427 13 min 477 2 min 427
11.85 9 h 43 min 4 h 33 min 32 min 40”
23.7 > 15 days 214 h 44 min 6 h 20 min
47.4 = = 48 h 48 min

e Comportement asymptotique de la SLFMM

e Colits associés aux opérateurs OSRC << Coiits associés aux opérateurs intégraux
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Cas du cube avec cavité
e Domain piégeant (trapping domain) (tir€ d’un exemple 2-D [BETCKE et al 2011])

e Comportement de la résolution :
* SER (Radar Cross Section)
* nombre d’itérations de GMRES
* résidu de GMRES

e Comportement des valeurs propres vs. le nombre d’onde, la finesse du maillage et
I’ordre de Padé

e Localisation des fréquences de résonance

e Mise en évidence d’une fréquence de résonance pour k = 5.2
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Cube [—1, 1]? avec cavité rectangulaire [0, 1] x [—7 /10, 7/10] x [—7 /10, 7/10]
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RCS Cube with cavity ; k=20.5 RCS Cube with cavity ; k=8 ; CFIE+OSRC+FMM
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Cube with cavity, k=8
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Resonance localization — Cube with cavity Resonance localization — Cube with cavity
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CFIE+OSRC ; k=5, Np=8 CFIE+OSRC ; k=5.2, Np=8 CFIE+OSRC ; k=5.4, Np=8
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Cube with cavity; residuals, k=8 Cube with cavity; residuals around k=5.2; nx=8
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Cas d’une sphere avec cavité
e Domaine pi€égeant sphérique (trapping domain)

e Comportement de la résolution :
* SER (Radar Cross Section)
* nombre d’itérations de GMRES

e Comportement du conditionnement vs. le nombre d’onde, la finesse du maillage

e Localisation des fréquences de résonance
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Sphere avec cavité sphérique
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RCS Sphere with cavity ; k=18 , n = 10 RCS Sphere with cavity ; k=7 ; CFIE+OSRC+FMM
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CFIE ; k=5.8, nk=10
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Resonance localization — Sphere with cavity

Condition number
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Cone-sphere et sous-marin
e Decux cas test a caractere industriel

e Comportement de la résolution : SER (RCS) et nombre d’itérations de GMRES
* Cone-sphere : dependance vis a vis de la direction de I’onde incidente

* Sous-marin : stabilité de la SER (RCS) en fonction de la finesse du maillage

e Comportement du conditionnement vs. le nombre d’onde, la finesse du maillage
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RCS Cone-sphere ; k=8 ; inc=(0,0,-1) ; CFIE+OSRC+FMM RCS Cone-sphere ; k=24.3 ; inc = (-1,0,0) , n, =10
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Dépendance vis a vis de la direction de 1’onde incidente ((-1,0,0) ; (1,0,0) ; (0,0,-1)) :

Code CFIE CFIE4+SLFMM | CFIE4+SLFMM+0OSRC

Nombre d’itérations || 171/177/230 | 176/ 182 /235 11717
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CFIE ; k=8.8, n}L=1O
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Conclusion et perspectives

e Efficacité du préconditionnement :
* peu d’impact sur le colit d’une itération dans le processus de résolution
* fort accroissement de la vitesse de convergence

* bonne stabilit€é pour les cas tests a caractere industriel

e Investigation des valeurs propres instructive :
* petit conditionnement dans la cas de 1’association OSRC-CFIE

* analyse de I’effet de I’approximation de Padé

e Equations de Maxwell :

* Travaux dé€ja réalisés : théorie et une premiere expérimentation numeérique
[DARBAS 2006, PERNET 2010]

* Observation des valeurs propres, alternative a 1’approximation de Padé,
utilisation de la MLFMM avec FastMMLib, bibliotheque FMM générique en
cours de développement
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