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Rouleaux dans les films minces.
Dans un canal. Le systéme de Saint-Venant (SV)

Image de Neil Balmforth.

ht + (hU)X = O,

2 h2
(hu)t + (hu + ﬁ)x
= h—|ulu+ v(hug)x.

F > 2, instabilité primaire.
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Rouleaux dans les films minces.

Dans une rue. Le systéme de Saint-Venant (SV)

he + (hu)x =0,

2 h2
(hU)t + (hU + ﬁ)x
= h—|ulu+v(huy)x.

F > 2, instabilité primaire.
L'équation de Korteweg-de Vries/Kuramoto-Sivashinsky (KdV-KS)
Us + (%Uz)y + Uyyy + 5(Uyy + Uyyyy) = 0.

Proche du seuil § ~ /F — 2.
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Adimensionnement.

A partir de
d:h +0x(h1) = 0,
8:(h i) +0x(h TP + gcos(0) & h?)

= gsin(@) h — Cr |t T + 7 9x(hox0),

Nombre de Froude.
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Coordonnées lagrangienne de masse.

Remplacer x par y tel que

dy = hdx — hudt,

et poser 7 = 1/h.

Le systéme de Saint-Venant (SV) devient

8t7’ — ayu = O,
772 9
8tU + 'y (ﬁ) = 1—T|U|U+V8y(7'_ 8yu).
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Coordonnées lagrangienne de masse.

Remplacer x par y tel que
dy = hdx — hudt,

et poser 7 = 1/h.

Le systéme de Saint-Venant (SV) devient

Ot — Oyu = 0,
72 2
Oty + 0, 5F2) = 1—7|ulu+v0,(r70yu).

Conjugaison spectrale, respectant la décomposition en Floquet.

Benzoni-Gavage-Mietka-LMR, en révision, 2015.
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Comme une équation canonique.

A partir d'une loi de conservation scalaire

Dot + O(F(u;)) + 028 (u; ) + B3(h(u; ) + - =0.
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Comme une équation canonique.

A partir d'une loi de conservation scalaire

Dot + O(F(u:)) + 028 (u; ) + B(h(u; ) + - =0.

Choisissons u constant tel que g’(u; €) = O(e).
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Comme une équation canonique.

A partir d'une loi de conservation scalaire

Beu + Ou(F(ui€)) + 02(g(u;€)) + 3(h(u;€)) + -+~ =0. J

Choisissons u constant tel que g’(u; €) = O(e).

Changement d'échelle petite-amplitude onde-longue

u—u

V= — et &) = (e% (x — f'(u; e)t),eg t) J
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Comme une équation canonique.

A partir d'une loi de conservation scalaire

Oeu + O (F(u;€)) + 02(g(u;€)) + D3(h(u;€)) + -+ =0. J

Choisissons u constant tel que g’(u; €) = O(e).
Changement d'échelle petite-amplitude onde-longue

u—u

V= — — et &) = (6% (x — f'(u; e)t),e% t) J

conduit modulo O(e) &
orv + 85( f"(u; €) v2) + Z(H () v)

S (2((8'(w: )/e) v) + OR(3 8" (s €) v?) + OF(i () v))
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Comme une équation canonique.

A partir d’une loi de conservation scalaire

Oru + Ox(f(u;€)) + 02(g(u;€)) + 3(h(u;€)) + --- =0. J

Choisissons u constant tel que g’(u; €) = O(e).
Changement d'échelle petite-amplitude onde-longue

u—u

1 3
V= w67 = (@ (- Fw ) et) J

conduit modulo O(e) sous conditions de signes a

osU + oy (3U3)+3U
= -0 (03U + ROY(U?) + 05 U)

avec 0 >0 et R € R.
Rennes-Nantes 4 / 18
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Du spectre a la dynamique non linéaire.

Théoréme (Johnson—NobIe—LMR—Zumbrun, Inventiones Math. 2014.)

Une onde périodique diffusivement spectralement stable est
non-linéairement stable.

Théoréme (Johnson—NobIe—LMR—Zumbrun, Inventiones Math. 2014.)

Autour d'une onde stable la dynamique est bien décrite par la théorie de la
moyennisation des trains d'ondes lentement modulés.

Pour (SV), LMR-Zumbrun, SIAM J. Math. Anal., 2016.
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Systeme modéle.

t > 0 temps, x € R espace, U(x, t) € R inconnue.

U: + (f(U))x = Ux.
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Systéme modéle.

t > 0 temps, x € R espace, U(x, t) € R inconnue.

Ue + (F(U)x = Usex. )
Ondes. U(t,x) = U(k(x — ct)) a vitesse c.

Profil U de période 1, solution de —kcU, + k(f(U))x = k°U,, .
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Systéme modéle.
t > 0 temps, x € R espace, U(x, t) € R inconnue.
Ue + (FU)x = Usx. )

Ondes. U(t,x) = U(k(x — ct)) a vitesse c.

Profil U de période 1, solution de —kcU, + k(f(U))x = k°U,, .
Générateur de la dynamique linéaire }

L:= k9% + k cdy — k9, df (V)
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Systéme modéle.

t > 0 temps, x € R espace, U(x, t) € R inconnue.

Ue + (F(U)x = Usex. )
Ondes. U(t,x) = U(k(x — ct)) a vitesse c.

Profil U de période 1, solution de —kcU, + k(f(U))x = k°U,, .

Générateur de la dynamique linéaire }

L:= k9% + k cdy — k9, df (V)

de symboles de Bloch
Le 1= K2 (Ox +16)* + k (9« +i€)(c — df(V)), € € [-m,7].

Chaque L¢ agit sur des fonctions de période 1.
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Méthode de Hill & fonctions d'Evans.

Calculs de profils. Puis

e Méthode de Hill :
pour chaque &, projeter L¢ sur un nombre fini de modes de Fourier
(Galerkin) pour obtenir une matrice.
Calculer le spectre.

Bibliotheque Matlab par Blake Barker, Jeffrey Humpherys, Kevin Zumbrun.
http://impact.byu.edu/stablab/
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Méthode de Hill & fonctions d'Evans.

Calculs de profils. Puis

e Méthode de Hill :
pour chaque &, projeter L¢ sur un nombre fini de modes de Fourier
(Galerkin) pour obtenir une matrice.
Calculer le spectre.

@ Fonction d'Evans.
Ecrire LV = AV comme une équation différentielle Y’ = A(),-)Y
d'opérateur solution ®,. Alors, X étant la période,
A € oper(Le) & det(Pr(X,0) —e¢%) = 0.
D)

Compter les racines de D(+,&) (analytique) a l'intérieur d'un contour.

Bibliotheque Matlab par Blake Barker, Jeffrey Humpherys, Kevin Zumbrun.
http://impact.byu.edu/stablab/
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Fonction d'Evans : probléme-jouet.

L = 02 vu comme périodique de période X = 1.

! 0].
z- (2 )z

A — L associé a
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Fonction d'Evans : probléme-jouet.

L = 02 vu comme périodique de période X = 1.

! O].
z- (2 )z

Fonction d'Evans : D(A,€) = (¥ — €i¢) (e™V* — &if).

A — L associé a
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Fonction d'Evans : probléme-jouet.

L = 92 vu comme périodique de période X = 1.

! 0].
z- (2 )z

Fonction d'Evans : D(A, &) = (e‘A — elf) (e‘ﬁ — e).

A — L associé a

A€ O'per(Lf)
si et seulement si el¢ € {eﬁ, efﬁ}

si et seulement s'il existe j € Z tel que A = (i(¢ + 27)))?.
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Une étude compléte.

Ur + (3UP)x + e Usx + 0(Usx + Usx) = 0.
avec €2 + 6% = 1.
Diagramme de stabilité.

Chang-Demekhin-Kopelevich, Phys. D 1993.
Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun, Phys. D 2013.

30
o Résultat analytique
dans la limite KdV
20
(€,6) = (1,0).
X 15
Johnson-Noble-LMR-Zumbrun,
Trans. A.M.S. 2015.
10
S RS 2228 s v T UUNINNERS S
5
0 0.2 0.4 0.6 0.8

€
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Proche du seuil.

Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun, soumis, 2015.

Résultats analytiques dans la limite KdV.

Stability Boundaries

S L Lignes vertes :
200 - L. -
‘ théorie de la limite KdV.
15 + //,
10 - Lignes bleues/noires :
régression linéaire
0 depuis le numérique
-5 des grands Froude.
2 3 4 5

q=4qoF, go =0.4, v=0.1

Débit relatif : g = —c 7(-) + u(-).
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Etude compléte.

Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun, soumis, 2015.

Analyse partielle dans la limite de Froude infini :

pas d'onde stable.

Observation numeérique : asymptotiquement, bande donnée par

log(X) =
log(X) =
Stability Boundaries
1500
v
S
1000, *e® |
x R |
Bl !
S
' !
500 Rt !
ad . |
4""/‘(- : ../ 3
0 ..*.mﬁﬁ"' |
5 10 15 25 30 35

—0.692log(F) + 3.46 log(q) + 0.3

bord inférieur,

—0.791log(F) + 1.73log(g) +3.92 bord supérieur.

Stability Boundaries

- |
e
i T e |
| . » - :
| L et !
4 - i ‘
A Bd i
I o |
®_~ ., - I
“*\ L] B ’ 3
1 1.5 2 2.5 3 3.5
log(F)
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Un cas intermédiaire : F = /6, v = 0.1, qg = 1.5745.

Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun, J.EDP, Port-d’Albret, 2010.

Portraits de phase superposés. Vitesse de phase vs. période.

0.6
0.5705

0.5

04 0.5695

0.3 0.569

02 0.5685

0.568
0.1
0.5675

0.567

0.5665

Inférieur, typique, supérieur. Losange, cercle.
Supérieur : X = 20.4.
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Instabilité convective des ondes solitaires.

Barker-John

T

1.4
1.2

son-LMR-Zumbrun, Phys. D 2011.

1.0
0.8
0.6
0.4

1.4
12
1.0
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u
“AA
T
X
-30 20 10 0 10 20
,u
X

Instantanés d'une évolution temporelle.

30 20 10 0 10 20

T,u

1.4
1.2
1.0

0.8
0.6
0.4

14
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1.0
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i
\

X
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Bosses vs. plats : un cas stable.

Barker-Johnson-LMR-Zumbrun, Phys. D 2011.

T, u T, U
1.6 1.6
1.4 1.4
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
02 X 0.2 X
90 100 110 120 130 140 90 100 110 120 130 140
Tu T, U
16 1.6
1.4 14
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
06 0.6
0.4 0.4
X X
0.2 0.2
90 100 110 120 130 140 90 100 110 120 130 140

Instantanés d'une évolution temporelle.
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Bosses vs. plats : un cas instable.

Barker-Johnson-LMR-Zumbrun, Phys. D 2011.

T U T U
16 16
1.4 1.4
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4 x
0'20 50 100 150 200 X 0'20 50 100 150 200
T u
1.6
1.4
1.2
1
0.8
0.6
04

X

0'20 50 100 150 200
Instantanés d'une évolution temporelle.
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Transition depuis la petite amplitude.
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Transition vers |'onde solitaire.
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Quelques problémes spectraux ouverts.

e Controéle par la bathymétrie.

@ Mécanisme des frontiéres de stabilité.

@ Limite non visqueuse.

@ Prise en compte de la tension de surface.
o Modéles a surface libre.

o Instabilités secondaires, ondes périodiques multiD.
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Ondes de (KdV).

Aux translations prés, profil et vitesse de phase

kMP)( ),

KdV

CKdV(ka M, P)a

en fonction de k le nombre d'onde, de M:= (U) la valeur moyenne
et de P:= (3 U?) I'impulsion moyenne.
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Ondes de (KdV).

Aux translations prés, profil et vitesse de phase

UEPCY, aalko ML P),

en fonction de k le nombre d'onde, de M:= (U) la valeur moyenne
et de P:= (3 U?) I'impulsion moyenne.

Théoréme (Spektor, ZEFT 1988.)

Les ondes cnoidales sont spectralement stables
(T(LKd\/) - lR

Bottman-Deconinck DCDS 2009.
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Ondes de (KdV-KS) proches de celles de (KdV).

Critére de sélection : R(k,M,P) =0

R(k, M, P) = ( (UMDY )2y — (W& )?)

donne P en fonction de (k, M), P = P.(k, M).
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Ondes de (KdV-KS) proches de celles de (KdV).

Critere de sélection : R(k, M,P) =0

R(k, M, P) = (U )2 ) — (") )?) J

donne P en fonction de (k, M), P = P.(k, M).

Théoréme (Ercolani—McLaughIin-Roitner, J. Nonlinear Sc. 1993.) }

Toute onde gf(ﬁ;,M’P*("’M” génére une famille d'ondes proches (ggk”‘”’))5.

Formes normales : a la Fenichel, perturbations singuliéres ;
a la Melnikov, perturbations de systémes hamiltoniens.
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Un indice de stabilité.

Développement non uniforme : si A\g € o(Lav,¢) est simple alors

0—=0

A€, 20,8) °2° Ao + 8 (€, ho) + O(6%)

avec un correcteur explicite A1.

L.M. Rodrigues (Rennes 1) Films minces



Un indice de stabilité.

Développement non uniforme : si A\g € o(Lav,¢) est simple alors

ME20,8) 20 Mo+ 8 Ma(&, 2o) + O(5?) J

avec un correcteur explicite A1.
Définissons

Xo€a(Lkdv,e)\{0}
ce[—m,m)

Ind := sup Re (A1(&, Mo)) - J

Persistance de stabilité quand Ind < 0.
Instabilité quand Ind > 0.
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Persistance de stabilité pour (KdV-KS).

Observation numérique. (Bar-Nepomnyashchy, Phys. D 1995.)
Ind < 0 quand la période X se trouve dans

(X1, X2) avec X ~ 8.49 et Xo ~ 26.17.
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Persistance de stabilité pour (KdV-KS).

Observation numérique. (Bar-Nepomnyashchy, Phys. D 1995.)
Ind < 0 quand la période X se trouve dans

(X1, X2) avec X; ~ 8.49 et X> ~ 26.17. J

Démonstration assistée par ordinateur (Barker, JDE 2014.)
Arithmétique des intervalles.
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Persistance de stabilité pour (KdV-KS).

Observation numérique. (Bar-Nepomnyashchy, Phys. D 1995.)
Ind < 0 quand la période X se trouve dans

(X1, X2) avec X; ~ 8.49 et X> ~ 26.17. J

Démonstration assistée par ordinateur (Barker, JDE 2014.)
Arithmétique des intervalles.

Théoréme (Johnson—NobIe—LMR—Zumbrun, Trans. A.M.S. 2015.)

Toute onde de (KdV) telle que Ind < 0 génére une famille d'ondes
diffusivement spectralement stable pour (KdV-KS).

L.M. Rodrigues (Rennes 1) Films minces Rennes-Nantes 18 / 18



Ondes de (SV) proches de celles de (KdV).

Rappel : on zoome de (7, u,y, t,c) vers (7,d, Y, S, &). On pose

F—2

5p = Yo
27'6[/41/1/2
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Ondes de (SV) proches de celles de (KdV).

Rappel : on zoome de (7, u,y, t,c) vers (7,d, Y, S, &). On pose

F—2

e = =2
27'6[/41/1/2

Théoréme (Barker—Jonhson—NobIe—LMR—Zumbrun, soumis, 2015.)

Toute onde gf(ﬁ;,"/””*("”‘/’” génére une famille d'ondes (Q(Fk’M))F telle que
7r = —Us, + O((6r)°) and & = a5 + O((6)%).

Perturbations de systémes hamiltoniens a la Melnikov.
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Ondes de (SV) proches de celles de (KdV).

Rappel : on zoome de (7, u,y, t,c) vers (7,d, Y, S, &). On pose

F—2

e = =2
27'6[/41/1/2

Théoréme (Barker—Jonhson—NobIe—LMR—Zumbrun, soumis, 2015.)

Toute onde gf(ﬁ;,"/””*("”‘/’” génére une famille d'ondes (Q(Fk’M))F telle que

Fe= —Us, + O((0F)?) and & = 5 + O((0F)%).

Perturbations de systémes hamiltoniens a la Melnikov.

Avec le méme indice Ind !

Théoréme (Barker—Johnson—NobIe—Ll\/IR—Zumbrun, soumis, 2015.)

Toute onde de (KdV) telle que Ind < 0 génére une famille d'ondes
diffusivement spectralement stable pour (SV).
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Depuis (SV).

Constantes de référence

-1/2

. . . —3/2 .
70, vitesse du fluide ug = 7, 7", vitesse du son ¢ = %7’0 2aF=2.
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Depuis (SV).

Constantes de référence
7o, vitesse du fluide yp = 7'0_1/2, vitesse du son ¢cg = %7'0_3/2 aF=2 J
Echelles petite-amplitude onde-longue avec §=+F -2

F o= 3632 (1—1), T (i_l>,

70 uo
Bt 745 (x — cot)
S = 1/4 ’ Y = 1/2
47_0/ vy v/
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De (SV) a (KdV-KS).
Posons W = 20 2(ii + 7)
dsF — Oyw =0
o -
%}ﬁwaﬂv + 2T(}/ﬁay (% +
_ %%2 W — OyyF + 82g(F, W, 8) + %52ayyv"v
+ 82y (r(7,0)dy (8%W — 7))

pour certaines fonctions f, g, r.

2 — W+ 0%F (7, 5))

N|
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De (SV) a (KdV-KS).

Posons W = 26 2(ii + 7)

OsT—O0yw =20
53 5 1 ~
————0sW + ————0y (% + 272 — W+ 63 f(F, 5))
87-01/41/1/2 27.01/4,/1/2 2
1 ~ 1~
= 272 — W — Oyy7 + 0%g(F, W, 8) + 5526yyW

+ 820y (1(7,0)0y (0% — <o)

pour certaines fonctions f, g, r.

Modulo O(62)
OsT — dyw =0,
5 ol U\ 1., N
27-(}/41/1/2(%/ (T+2T —W) = 27’ — W — OyyT.
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De (SV) a (KdV-KS).

Posons W = 26 2(ii + 7)

OsT—O0yw =20
53 5 1 ~
————0sW + ————0y (% + 272 — W+ 63 f(F, 5))
87-01/41/1/2 27.01/4,/1/2 2
1 ~ 1~
= 272 — W — Oyy7 + 0%g(F, W, 8) + 5526yyW

+ 820y (1(7,0)0y (0% — <o)

pour certaines fonctions f, g, r.

Modulo O(62)

Os7 — Oy =0,

1o

3y(7~'—|—8yy7~') = §7~' — W — OyyT.

27'3/41/1/2
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De (SV) a (KdV-KS).

Posons W = 26 2(ii + 7)

OsT—O0yw =20
53 5 1 ~
————0sW + ————0y (% + 272 — W+ 63 f(F, 5))
87-01/41/1/2 27.01/4,/1/2 2
1 ~ 1~
= 57— W= OyyF + 6°g (7, W,0) + S 0°0yy w

+ 820y (1(7,0)0y (0% — <o)

pour certaines fonctions f, g, r.

Modulo O(62)

ds7 — Oyw =0,
] Oy (F + OyyT) Lo 5 oyy7
—_— T T) = =T —w — T.
1)
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Transformation intégrale.
Décomposition en ondes de Bloch

g(x) = / " (6, x) de, J

—T

ou & est un exposant de Floquet
é(fax"i_ 1) = g(&ax)a
e g, x+1) = € e g(g x).

Depuis la décomposition de Fourier
800 = [ & ge)de.

Transformation de Floquet-Bloch

B(6x) = Y ¥ (e +2jm) = = Y e E0HN) g(x 4 k).
jez keZ
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Stabilité spectrale diffusive.

Paramétrage spectral

o(L) = U oper(Le) .-

£€[—m,m]
o ) (D1) Spectre critique réduit a {0}.
o(L) € {\| Re < 0} U {0},
R :). q (D2) 30 > 0, V¢ € [, 7],
- aper(Le) C {A ] Red < —0|¢*}.
oo S (D3) A =0 de multiplicite d + 1

for Ly (dimension minimale).

Spectre d’'une onde stable (H) Vitesses de groupes distinctes.
de (SV) Barker-Johnson-Noble-LMR-
Zumbrun, J.EDP, Port-d’Albret, 2010.
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Dynamique spatiale.

Probleme spectral : A € 0per(L¢) pour un & € [—7/X, 7/ X).
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Dynamique spatiale.
Probleme spectral : A € oper(L¢) pour un & € [—7/X, m/X).
Vu comme |'existence d'un Z non nul tel que

7' = AN)Z et Z(X) = €% Z(0).

Défaut d'hyperbolicité de ®,(X,0) (application de Poincaré).

Avec un déterminant : fonction d'Evans

D(X,€) = det(dy(X,0) — e€X).
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Probléeme-jouet 1.

L = 92 vu comme périodique de période X = 1.

, (0 1
7~ (2 )z

A — L associé a
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Probléeme-jouet 1.

L = 92 vu comme périodique de période X = 1.

, (01
7= (3 4)7

A — L associé a

A€ Uper(Lg)
si et seulement si e € {eV, eV}

si et seulement s'il existe j € Z tel que A\ = (i(¢ + 27/))?.
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Probléme-jouet 2.

Z' = > N+ NBN+0(E) | Z.
j jik

—_— Y
diagonal petit
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Probléme-jouet 2.

7' = ijnj+eznj3nk+0(62) Z.
J Jk

Le changement

M, B
W = 1d+6217k Z
e

conduit a

W= (N + el BN +0(2) | W.
j

\

diagonal
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Probléme de relaxation pour la dynamique moyennée.
Développement de Ds(\, &) lorsque (&, A, 6) — (0,0,0)

[T - iej(e) +76H —i0€)+OGR(A1 + [€[2) + BN + IE])) J

a un facteur ne s’annulant pas prés.
Interprétation : Noble-Rodrigues, Indiana Univ. Math. J. 2013.
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Probléme de relaxation pour la dynamique moyennée.
Développement de Ds(\, &) lorsque (&, A, 6) — (0,0,0)

+76H —iBRE)+O(S*(IAI” + [£7) + 6> (1A + 1))

-
[y
—
>~
|
@
D—

a un facteur ne s’annulant pas prés.
Interprétation : Noble-Rodrigues, Indiana Univ. Math. J. 2013.

Lorsque |(£,0/£)| — 0, les A\¢/€ se développent en

k=1,23, M(€,0) = 1ak(€) € + A + O88).
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Probléme de relaxation pour la dynamique moyennée.
Développement de Ds(\, &) lorsque (&, A, 6) — (0,0,0)

I - ias()e +76H — iB0E)+O((A2 + [€[2) + (A + [€]) J

a un facteur ne s’annulant pas prés.
Interprétation : Noble-Rodrigues, Indiana Univ. Math. J. 2013.

Lorsque |(£,0/£)| — 0, les A\¢/€ se développent en
k=1,2,3, M(€,0) = iu(§)€ + 0A + O(85).
Lorsque |(6,&£/0)] — 0, A1/&, A2/&, A3/0 se développent en

i=1.2, Ai(€,9)

2 3
1ﬁ°§+Bj5 +O<6|§|+ €] >
et A3(€,0) = Bsd+o(d).
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