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Introduction

On considére un ensemble de points V' C AU, ol U ouvert de R? et HU courbe simple fermée.
On s'intéresse au probleme de la construction d'une courbe réguliere [ passant au mieux par V

donné, c'est-a-dire telle que :
VeeV, dlz,T)<e

ot d(x,IN) = r_nil[l |z — x|| et pour &€ > O petit fixé.
re

Hypotheses : V' peut étre non uniformément distribué, avec
une géométrie complexe et peut étre bruité.

Applications :  simulations numériques, applications graphiques
(images), applications bio-médicales...
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Introduction

Représentations explicites et implicites

Meéthodes explicites

+ rapidité
+ traitement des singularités
- grandes déformations

- changements de topologie
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+ complexité topologique
+ structure de données simple
+ nuages de points bruités

- colt de calcul

!

résolution EDP
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Introduction

Différents travaux sur le sujet

o Approches géométriques : triangulations de Delaunay, diagramme de Voronoi
Cohen-Steiner et al. 2002, Dey et al. 2001

o Approches volumiques : fonctions distances signées
Bernardini, Bajaj 97, Boissonnat, Cazals 2000, Hoppe et al. 92,

o Modele basé sur une EDP avec fonction distance non signée

Osher, Sethian, Zhao 88, 91, 99, 2000...

Notre approche

o Utilisation de la méthode des lignes de niveau (résolution EDP)

o Utilisation de triangulations non structurées, anisotropes et adaptées

o Originalité du schéma numérique utilisé
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Présentation du probleme

Formulation level set
On considere () = {z, u(t,z) = 0} comme I'isocontour d’une fonction u : R? — R.

Cette fonction ligne de niveau wu est définie telle que :

o u(t,z) < 0 pour z € Q2(t)
o u(t,xz) > 0 pour xz ¢& Q2(t)

o u(t,x) = 0 pour x € IQ(t) =T (1)

Vu
o n(u)(t,x) = (W) (t, x)

Originalité de notre méthode :
utilisation de la méthode des lignes de niveau sur des maillages non structureés.
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Présentation du probleme

Modele d'évolution
On définit w(¢, M (¢)) = O.

En dérivant cette équation, on obtient :

dl_(t S)

—( r(t,s)) = —(t r(t,s)+—_— Vu(,l(s) =0

C'est une équation de type Hamilton-Jacobi :

Z—j(t,@ + on(t, )| Vu(t,z)| = O

dr (t, 3) n(w)(t.z) = dr(t, 8) Vu

t
dt i va Y

ou vp(t,x) =
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Présentation du probleme

Modele d'évolution
Zhao, Osher, Merriman et Kang, 2000

Minimisation de la fonctionnelle d'énergie suivante :
1/p
E(rN) = (/I‘ d(a:)pds)

équation d'Euler-Lagrange associée :

d(z)P~H(Vd(z) - n(u)(t, ) + %d(w) k(u)(t,z)) =0

avec n(u) (¢, ) = (%) (t.2) et k(u)(t2) = V - n(u) (¢, 2)

o Vd(x) -n(u)(t,x) : terme d'attraction,
o d(x)r(u)(t,x) : terme de tension de surface.
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Présentation du probleme

Modele d'évolution
A convergence on souhaite avoir : u(t,z) = +d(z) (donc u(t,xz) = O pour z € I').

En pratique, on résout |'équation d’'évolution suivante :
ou
5; (5) = ad(z) + d(z) w(u)(, )
o aed(x) : terme d'attraction, avec « qui depend de la valeur de Vd - Vu,

o d(x)r(u)(t,z) : terme de tension de surface.

avec un critere d'arret :

max | M, u(x)| < e
m€V| pu(x)| <

ol Mpu(z) est obtenu par projection L2 de u sur z € V.
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Schémas numériques

On suppose u solution discrete définie en chaque nceud du maillage.

Equation d’évolution : %(t,x) = ad(x) + d(x) (V' <&>> (t,x)
ot |Vu|

V7 noeud du maillage,

o Schéma explicite du premier ordre en temps :

Tl _n Vu
e L —ad; +d; | V-
a e ( <|W|>>i

o Schéma semi-implicite du premier ordre en temps :

n+1l n n+1
: - Vv
i i =ad;+d; (V- ye

dt Vur| ) ),
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Schéma numérique

Estimation de (Vu); et de (V : <&>>
Vul) /.

L'objectif est de reconstuire un gradient en chaque point 7 du maillage.

Soit w; coordonnée barycentrique du sommet x; de chaque maille K € T}, triangulaire,
on pose alors :

3 3
ulg = ) ulz)w;, V(ulg) = > ul(z;)Vw;
i=1 i=1
o, _ KEBG) _ KeB(i)  jeK
Z > Ak > Ak
KeB(i) KeB(7)

ou B(7) est I'ensemble des triangles contenant le point x; et Ay est |'aire de K.
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Schéma numérique

On utilise le méme procédé pour exprimer x en chaque nceud 7 du maillage.

)

( Z AL Zuk <Vka,Vij>

LeB() kel
>, Ak )
KeB(i) jEK Bj Z Ar
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Résultats numériques

Schémas numériques

Dans le cas du laplacien (lorsque |Vu| = 1 i.e. lorsque u est une fonction distance), sur une
grille cartésienne, le stencil de Awu est le suivant :

—24u7;7j
—8up1,j — Buj i1 — Buj_qj — Buj 1
1 tauipo;+ 4uy o + dui2j + Aug oo

e —
642 | FAuiqo o1+ Auigo 41 AUy j4o T AU 40
+a4u; 241+ 4ui—2 -1 +4ui—1 -2 +4uiq1 o

| F2uiq0 2+ 2Uiy 0 40+ 2Uj 2 j40 + 2Ui—2 -2 |
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Résultats numériques

Schémas numériques

V7 noeud d'un maillage quelconque triangulaire :

o Schéma explicite : consistant, stable L2 sous condition CFL

Tl yn Vu™
L d L :Oédi-|—dz' (V <|vun|>>:adz—|—dz(z4u)?’
?

o Schéma semi-implicite : consistant, stable L2 sans condition

W yn Vuntl 1
(
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Résultats numériques

Adaptation de maillage

o Le volume d'un élément K est unitaire :

det(M(z))de =1 <« |K|\y/det(Mg) =1
[V v

ou My est la valeur moyenne de M (x) sur K.

o Le nouveau maillage T}, est construit tel que : pour toute aréte a = AB dans Ty,

la|| = /01 VAB MAB = /01 VY My (#)dt = 1

ol v(t) = A + tAB est une paramétrisation de la courbe ~

o Tenseur de métrique

—21 0
- hz . t
M@) =R\ jawy) | R
g

Ref: V. Ducrot, P. Frey, Contréle de I'approximation géométrique d’une interface par une métrique anisotrope,

C.R.Acad.Sci 2007.
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Résultats numériques

Renormalisation

La fonction distance d est une solution de I'équation eikonale : |Vd| = 1.

Schémas du premier ordre = effet dissipatif i.e. |Vu| > 1.
Nous devons résoudre |'équation suivante :

Jru —sgn(u)(1 —|Vu|) =0

= méthode de Fast Marching (algorithme classique pour le mouvement d'interfaces),
Ref: J.A.Sethian, Level set methods and fast marching methods, Cambridge, 1999.
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Exemples
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Triangulation anisotrope.
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Exemples

t20 _ -2 5000E-02

t=30 -5.0000E-02 = ) 0.0000E+00 . —

La courbe I" (t) a différents temps (gauche)
et la fonction ligne de niveau u a convergence (droite).
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Exemples

2.5000E-02 iy =2 S000E~02- 2 5000E-02 NNy
5.0000E-02

2 EO00E-02
T, -5.0000E-D2 o

" -S0000E-02 o~ 0D000EDD- . 5.0000E-02

Construction d’'une courbe réguliére d’approximation pour un nuage de points bruité.

Comparaison entre la fonction ligne de niveau finale u (gauche)
et la fonction de distance non signée d (droite).
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Exemples

Image noir blanc originale (gauche)

et triangulation quasi-uniforme anisotrope avec la fonction distance associée (droite).
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Exemples

ﬁ-._._‘__,_,_.---"""#

Donnée avec plusieurs composantes connexes.
Evolution de la courbe I" (t) aux temps initial (gauche), intermédiaire et final (droite).
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Exemples

i S s

Premiers résultats 3D.

Construction d’une surface réguliére d'approximation de la surface d’un cerveau.
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Conclusion et perspectives

o Bonnes approximations en 2D et 3D,

o Convergence des schémas, calcul condition CFL,

Ajout d’un terme de pénalisation pour remplacer I'étape de renormalisation (coliteuse),

o Reconstruction de maillage : discrétisation en EF de notre approximation pour différentes

simulations avec des méthodes comme Marching tetrahedra.
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