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1 Position du probleme dans un guide infini

Nous consiérons le prol#me bidimensionnel de la propagation du son dareconlement uniforme,
de vitesse subsonique > 0, dans un conduit rigide infini. On consgitk une source de perturbations,
périodique en temps, de la forme :

F(z,t) = Re (f(a:)e_i‘*’t)
de pulsationv > 0. On cherche alors un champ deptacement#/ (z, ¢t) de la néme forme :
U(x,t) = Re (u(a:)e_mt)

qui repésente la solution diegime geriodiqueétabli.
La fonctionu (a valeurs complexes) est alors solution du peaie suivant :

2
B T A e R (divau) = f dans®, (1)
8%1 83012
u - n = 0surdfl, (2

ou 2 et designent respectivement le conduit infini de hauteat ses parois rigide, = w/c¢ est
le nombre d’'onde el = vy/co le nombre de Mach)(< M < 1). Pour simplifier, on suppose que
le second membra support compacgft admet une écomposition de Helmholtz de la forme :

f =Vg,+rotgp, (3)

ou g, et g, sontégalement supports compacts. Du point de vue physique, ceci signifie que la
sourcef contient une partie “acoustique;, donnant naissan@des perturbations irrotationnelles
(c’esta-dire des fluctuations de pression), et une partie rotationgpgelie I'origine de perturbations
hydrodynamiques (ou fluctuations de vitesse).

Tel quel, le prok@me (1)-(2) admet une infigtde solutions. Il nous faut donc tout d’abord le
compkter par des conditions destigsa caradtriser I'unique solution repsentant leégime &riodi-
queétabli. Ces conditions vont porter sur le comportement.del'infini. Nous les obtiendrona
I'aide d’'un pro@ce dit “d’absorption limite”.

Une fois la solution physique caréctste, nous @crirons une rathode nurarique pour la calculer:
cette néthode repose sur une utilisation coné@rde la technique dégularisation [4] et de la tech-
nigue des couches absorbantes parfaitement @ags ML) [1].



2 Principe d’absorption limite

2.1 Le probleme dissipatif

La demarche est la suivante. Dans un premier temps, nous substituons au nhombre @&bhder
nombre complexé. tel que :
ke = k + ie,

ou e désigne uné&el positif. Le cas nous concernant devient alors un cas limite pour legaet £ro.
Cette substitution peut s’inteiier matématiquement par la @sence d’un milieu de propagation
dissipatif. Elle permet de prouver I'existence d’'une solutiérd™ énergie finie” {.e. appartenana
I'espaceL?(£2)?) pour le probkme dissipatif (nous admettrons ici @sultat).

La technique d’absorption limite proprement dite consést@ontrer que la suite des solutions des
problemes dissipatifs converge, lorsque le pagtmex vers £ro, vers une solution dégjuations (1)

a (2). C'est cette solution que nous appellerons la solutioegime @riodiqueétabli.

La forme particulere de la sourcé¢ nous conduit introduire les prol@mes suivantstrouver ¢, €
H'(Q) tel que

€ 2, €
k2 f — 21k M O%a | g2 9% At = g, dansq,
aml 8.7712 (4)
8 €
Ha _ 0 surof?,
mn
et : trouverys, € L*(Q) tel que
oot 82 €
k2t — 2k M 2P0 4 2 S Ph — g dans. (5)
8x1 8x12

Ces deux prol@mes sont bien pés. Il appard alors queu® = V¢, + rot ¢j est la solution du
probleme dissipatif. En particulier, on a:

D2u6 ) D2 € D2 €
D V (divuf) =V < Df; - As&é) +rot < Df?h> = Vg, +rot gy,
ou I'on a po&
D 0
— =—ik+M_—.
Dt 1w 8561

Nous allons maintenant passela limitee — 0 dans les proldmes (4) et (5).

2.2 Limite du potentiel acoustique

On a monte dans [5] que, st # /1 — M? nz/h pour tout entier, (on fera cette hypo#ise dans la
suite), le potentiep, tend, lorsque tend vers 0, vers un potentig), qui vérifie :

. 8<Pa 82<Pa
—k% @, — 2ikM B + M? i Ap, = g, dansQ, ©
Do _ 0 suro.
on

La encore (et contrairement au préle dissipatif (4)), les delbguations ci-dessus ne suffisent pas
a caracgrisery,. Il faut préciser son comportemeat’infini. Pour cela, orécrit la d@composition de
S, sur les modes du conduit puis on paada limite.



Pour le probdme dissipatif, il est facile degvifier que les modes sont de la forme:

%(m)ewzim

ou

kM + \//z.;f — (1 M2)

et
ﬁn - 1*M2 )

la deétermination choisie pour la racine daerd’'un nombre complex&ant :

. arg(z)
Vz=1/|z|€ 2,0< arg(z) < 2m.

En particulier, on &m(85T) > 0 etIm(BS") < 0, de sorte que les modes “+” sogtanescenta
I'aval et les modes “-’a 'amont. On peut alors montrer que le potentiélse cecompose, hors du
support de la source, sur les modes aH'aval et sur les modes “d I'amont.

Nous pouvons maintenant pasada limite dans cesatompositions. On montre qlln% gt = pF,

ol les nombreg= désignent les nombres d’onde axiaux des modes de conduit sans dissipation (
0). En remarquant que

h2

2.2
i\/’”u — M2)— k2 € iR, if k < ’%/1 — M2,

h2

2.2
\//@2—”7r (1—M2)6R+ifk2n%\/1—M2,
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. 2 nem
lim 4/ k“ — 5
e—0 h

(1 M2) =

on peut erifier les prop@tes suivantes :

1. lln’existe qu’'un nombre fini de modes propagatif§(c R). En revanche, il existe une infigit
de modegvanescents.

2. Tous les modes “+” (resp. “-") ont une vitesse de gro@gqoositive (resp. agative).

3. Un effet bien connu de la psence de &€coulement est I'existence, si

nm nm
1-M2—<k<—,
h h
de modes “+” qui ont une vitesse de phaggative. lls sont appes modes amont inverses.
Le potentieky, est finalement caragtise par le fait qu’il se écompose sur les modes “sortants”, c’est
a dire sur les modes “+d I'aval et sur les modes “& I'amont.

2.3 Limite du potentiel hydrodynamique

La solution du prol#me (5) est explicitement do@e par le produit de convolutias, (z1, 2) = Ge*
gn(.,z2)(x1), ou le noyauG,(z1) désigne I'unique fonction de Greenéttiergie finie de Bquation
(5), donree par :
Tl jkep, . .
Ge(z1) = ke M*tsi 1 > 0, 0 sinon

Si G désigne la limite de&7. lorsquec — 0 (G a la néme expression qu&, aveck a la place dé:.),
alorsyj, tend verspy, ol pp,(x1, x2) = G * gn(., x2)(x1). On erifie aiment quey;, est solution du
probleme limite suivant

o

2 gy — 21k 2P0 4 g L — g, dansQ. @
8$1 axl




De plus, c’est I'unique solution qui est identiquement nalléamont de la source. Ceci exprime le
fait que les tourbillons sont produits par la source et co@gepar Iecoulement. Il ne peut donc pas
en exister en amont de la source.

Nous constatons que le potentiel hydrodynamique devieatdscillant lorsque le rappattsur M
est grand, et donc en particulier pour@&roulemena faible vitesse. Lors de I@solution nurérique
du probeme, ceci se traduira par l@cessié employer un maillageés fin du domaine de calcul, afin
d’éviter tout probdme de dis@tisation.

2.4 Conclusion et caractrisation de la solution sortante

Nous ceduisons finalement de ce quiepede que la solutiom® du probEme dissipatif converge,
lorsquee tend vers 0, verst = Vi, + rot ¢, 0lU ¢, ety sont les potentiels “sortants’&éinis
ci-dessus.

Ce champu vérifie leséquations (1)-(2). Parmi toutes les solutions de (1)-(2), c'est I'unique solu-
tion qui repésente le@gime g@riodiqueétabli. Nous dirons gu'il s’agit de la solution “sortante” du
probeme.

3 Couches absorbantes etagularisation

L'objet de cette section est dé&ctire une réthode nurarique permettant de calculer une approxi-
mation dewu par élements finis. Cette gthode utilisera d’'une part la technique des PML, permet-
tant de travailler en domaine b@&rsans @er de éflexions parasites, et d’autre part le grde de
régularisation écrit dans [4], assurant la stal@litle la disdgtisation.

Pour simplifier la pesentation, nous allons tout d’aboteldire la néthode des PML sur le cas scalaire
du potentiel acoustiquetudé dans [1].

3.1 Couches absorbantes pour le prokime en potentiel acoustique

La méthode des PML ate initialement introduite par &enger [3] pour laé&solution de proldimes
transitoires erglectromagatisme. Elle consista resoudre le proime dans une portion de conduit

r_ < x1 < x4, contenant la source, en lui accolant de part et d’autre des couches absorbantes,
construites de telle sorte gu'aucuridlexion n'est produité I'entrée dans les couches. Le nouveau

stk n 0 IRV Vi1

Figure 1: Le domaine de calcOi”.

probEme est obtenu en remplagant daggjliation (6) I'ograteurd,, para(z1)dy, + iA(x1), les
fonctiona et \ étant @finies par

1 siz_ <z <y [0 siz_ <z <wmy
a(e1) _{ a  sinon - A) _{ A sinon ®
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Figure 2: (3, ., pour le moéle classiquex gauche et pour le nouveau nétela droite. Cas
d’existence d’'un mode amont inverse+ 0.2(1 — i), k = 6 et M = 0.4).

ou ) € Reta € Cesttel que
Re(a) >0, Im(a)<O0. 9)

Plus pécigment, si on noté& la largeur des couches absorbanf¥s e domaine de calcul éti les

frontieres ex¢rieures (voir figure 1), le probine satisfait par le potentiel acoustique appeoabe
L S

v, devient :

D2 ,\SOL
LAY Aanpk = g, dansQ”
D#2 APa g )
995 _ ) sura\ (52 USE) et — 0 surst Uk
o, — O SUr \(EZUXl)ety, =0sur¥Z UXy,
ou
Dane . dp 0 . 9 32@
AT {(MA(x1) — k) o+ M —Z et Auap= ) —
Dr (MA@ = k)¢ + Malz) 5=, arp = (alz1) 5 +1M21)) ¢ + 923
Le mockle de Berenger correspond au cas particuligno= 0 eta(z;) = —iw/(—iw + o(z1)) ou

o(x1) est une fonction&elle positive. Dans la suite, le mild obtenu avea = 0 (resp.\ # 0) sera
appeé le moale PML classique (resp. le nouveau ratePML).
On vérifie facilement que les modes dans le milieu PML ont I'expression suivante

| £
eizﬁn,a,)\ xl@n(xQ) avec ﬂiQ,A = Bna , n e N (10)

Les couches sont dites “parfaitement aéat au senstoun mode sortantanere en grétrant dans

les couches uniquement un mode transmis et aucun néfiéehi. Soulignons que cette propa

n'est jamais erifiee par les couches absorbantes reposant sur deslenqahysiques. En I'absence
d’écoulement §/ = 0), le mockle PML classique transforme tous les modes sortants en modes
évanescents. Ce n’est plus vrai eagence d’'ugcoulement : en particulier, les modes amont inverses
deviennent instables dans la coucheé&sita I'aval. C’est pourquoi nous avons introduit le nouveau

mockle. En effet, le choix
kM

11— M2’



assure la écroissance de tous les modes sortants (voir figutel@socercles et les cé&@s sont respec-
tivement assoéis aux modes propagatifs@tanescents, les symboles pleins et vides indiquant quant
a eux le caraétre aval (+) ou amont (-) du mode).

En fait, une analyse approfondie (voir [1]) nous a permisé&aahtrer que, pour les deux nads, la
solution calcubep converge exponentiellement vers la solution exagtéorsquelL /|a| tend vers
+oo. Ceci est surprenant car, pour les peshes transitoires, le mété PML classique est instable
en pésence de modes amont inverses [7] (voir [2] pour une anafrggale de ce pdnonene).

3.2 Couches absorbantes pour&quation de Galbrun

Notre but est pésent de calculer une approximatiafi de la solutionu de I'equation de Galbrun

obtenue par absorption limite. Les notations sont celles du paragragdeel@nt.

La construction du problme approch se fait en troigtapes. Orecrit tout d’abord une formulation

du probeme avec des couches absorbantes parfaitementtadaght longueur infinie. Celle-ci est
ensuite egularige et les couches sont enfin troégs.

Soity,, \ estl'unique solution cnergie finie (et nulle en amont de la source) dquiation diferentielle

suivante : )

Doz,)\
Dt2

Yo, x = rot f dansQ. (1)

On peut montrer que :
Yo\ = rot u dans(l,.

On c&finit alorsu” comme la solution du probine suivant :

2

D
Do;; ul — VoA (diver ub) + rot oy (rot o zul — 1, ) = f dansQ?,

ul - n = 0suro0t, (12)
rot aAuL = Y\ suroQr.

Nous avons monérque ce proldime rekve de 'alternative de Fredholm et admet une solution unique
pourL /|| assez grand. De plus, cette solutiohtend bien vers la solution rechegsu. La encore,

on peut montrer que I'erreur tend exponentiellement vers 0 qighd tend verstoo.

L'ajout du termerot o (rot o xu” — 1, 1) & I'équation constitue ce que nous appelons leguic

de egularisation. Sans ce terme (qui tend pourtant exponentiellement vers 0 gtjandend vers
+00), la méthode est instable et lessultats inexploitables.

Notons enfin que le termet , \1, » €St en fait un terme source poueduation ent” : son support
s'étend jusquau bout du domaine en aval de la source mais son modudeitiexponentiellement
dans la couche absorbante.

4 Reésultats nuneriques

Les iésultats nurarigue onét obtenus I'aide du code MELINA, évelop@ par Daniel Martin [6].

4.1 Propagation de modes

Pour valider la rethode, nous considons tout d'abord la propagation de modes acoustiques ou
hydrodynamiques. Ceux-ci sont im@sssur la frontre ¥_ par une condition de Dirichlet non
homogene portant sur le&placement normal au bord du domaine.



Les cas tests corresponderit un nombre d’onde valart = 8 et le nombre de Macii/ = 0, 4.

Les esultats obtenus sont comparavec la solution analytique,, sur le domaine physique,. Le

maillage utili€ est non structéret lestléments finis sont dedéments de Lagrangg,. La longueur

de la couche correspor@d10% de la longueur du domaif.

Concernant les modes acoustiques, trois d’entre eux sont propagatifs pour cette configuration. Pour
I étude de la rethode sur les modes rotationnels, nous les choisissons de la forme :

(ot " )t

avecp(zz) = sin (™5%2), oli m désigne un entier naturel non nul.

Les courbes regsentant I'erreur relative en nornig! (,) pour le cplacement calcélen fonction
du module du coefficient complexe(la valeur de I'argument de est fixeea —7) sont traées pour
chacun des modes sur la figure 3. Les figures 4 e€Sqgmtent quari elles les lignes de niveau des
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Figure 3: Erreur relative en fonction de| pour les modes acoustiquagiauche et hydrodynamiques
adroite,k = 8etM =0, 4.

composantes de la partiéalle du @placement calcélpour une valeur de correspondana une

erreur inkrieurea 1%.

Nous constatons sur les courbes de la figure 3 la convergence éelade pour une plage de valeurs
intermédiaires dela|. L'erreur augmente brutalement pour les faibles valeursadlele maillage

n'étant alors plus capable de répenter le comportemenég rapidement&troissant et oscillant du

mode dans la couche. Cet effet est plus fort pour les modes hydrodynamiques que pour les modes
acoustiques. Pour les modes acoustiques, on obégatement uneabradation duésultat pour les
grandes valeurs dey|. Lerreur est cette fois due aukftexions en bout de couche. On pourrait
également I'observer pour les modes hydrodynamigueendition de cons&ter de plus grandes
valeurs dda|.
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Figure 4: Isolignes des composantes de la pagidle du champ deé&placemenis calcug pour le
mode acoustique d'indice = 1, k =8, M = 0,4, a = 0,25(1 —i).
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Figure 5: Isolignes des composantes de la pagdle du champ degplacement. calcuk pour le
mode hydrodynamique: = 2, k = 8, M = 0,4, « = 0,65(1 — 1).

Ces esultats illustrent une des difficat auxquelles nous nous trouvons confesribrs de la mise

en ceuvre pratique de lagthode en f@rsence de perturbations acoustiques et hydrodynamiques. En
effet, les valeurs du module depermettant un bon accord entre les solutions catelt exacte sont
relativement diférentes selon que le mode corgsidest acoustique ou hydrodynamique .

Une premére mangre de traiter le cas en question de meamisimple et assez satisfaisante est
d’utiliser des couches de taille beaucoup plus importante gu'’il n’est d'usage, par exemple, pour les ap-

plications transitoires. La largeur de la plage des valeufadeour lesquelles I'erreur est admissible
est ainsi augmeat.

4.2 Rayonnement d’une source

Nous peésentons les premiemsultats de simulation avec une source. Celle-ci eséplaa centre du
domaine. La figure 6 correspond au cas d’'une source irrotationnelle et la figure 7 au cas d’'une source
rotationnelle. Dans ce second cas, on observe le sillage hydrodynamique produit par la source.
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Figure 6: Isolignes de la partieelle de la composantg du champ de @placement (rayonnement
d’'une source irrotationnellé, = 8, M = 0,4, a = 0,5(1 — i)).
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Figure 7: Isolignes de la partiéelle de la composantg du champ de @placement (rayonnement
d’une source tourbillonairé; = 8, M = 0,4, a = 0,5(1 — i)).
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