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1 Position du problème dans un guide infini

Nous consid́erons le probl̀eme bidimensionnel de la propagation du son dans unécoulement uniforme,
de vitesse subsoniquev0 > 0, dans un conduit rigide infini. On considère une source de perturbations,
périodique en temps, de la forme :

F (x, t) = <e
(
f(x)e−iωt

)

de pulsationω > 0. On cherche alors un champ de déplacementsU(x, t) de la m̂eme forme :

U(x, t) = <e
(
u(x)e−iωt

)

qui repŕesente la solution du régime ṕeriodiqueétabli.
La fonctionu (à valeurs complexes) est alors solution du problème suivant :

−k2 u− 2ikM
∂u

∂x1
+ M2 ∂2u

∂x1
2
−∇ (div u) = f dansΩ, (1)

u · n = 0 sur∂Ω, (2)

où Ω et∂Ω désignent respectivement le conduit infini de hauteurh et ses parois rigides,k = ω/c0 est
le nombre d’onde etM = v0/c0 le nombre de Mach (0 < M < 1). Pour simplifier, on suppose que
le second membrèa support compactf admet une d́ecomposition de Helmholtz de la forme :

f = ∇ga + rot gh, (3)

où ga et gh sont également̀a supports compacts. Du point de vue physique, ceci signifie que la
sourcef contient une partie “acoustique”ga, donnant naissancèa des perturbations irrotationnelles
(c’est-̀a-dire des fluctuations de pression), et une partie rotationnellegh, à l’origine de perturbations
hydrodynamiques (ou fluctuations de vitesse).
Tel quel, le probl̀eme (1)-(2) admet une infinité de solutions. Il nous faut donc tout d’abord le
compĺeter par des conditions destinéesà caract́eriser l’unique solution représentant le ŕegime ṕeriodi-
queétabli. Ces conditions vont porter sur le comportement deu à l’infini. Nous les obtiendrons̀a
l’aide d’un proćed́e dit “d’absorption limite”.
Une fois la solution physique caractériśee, nous d́ecrirons une ḿethode nuḿerique pour la calculer:
cette ḿethode repose sur une utilisation combinée de la technique de régularisation [4] et de la tech-
nique des couches absorbantes parfaitement adaptées (PML) [1].
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2 Principe d’absorption limite

2.1 Le problème dissipatif

La démarche est la suivante. Dans un premier temps, nous substituons au nombre d’onde réelk un
nombre complexekε tel que :

kε = k + iε,

où ε désigne un ŕeel positif. Le cas nous concernant devient alors un cas limite pour lequelε vaut źero.
Cette substitution peut s’interpréter math́ematiquement par la présence d’un milieu de propagation
dissipatif. Elle permet de prouver l’existence d’une solutionuε d’“ énergie finie” (i.e. appartenant̀a
l’espaceL2(Ω)2) pour le probl̀eme dissipatif (nous admettrons ici ce résultat).
La technique d’absorption limite proprement dite consisteà montrer que la suite des solutions des
probl̀emes dissipatifs converge, lorsque le paramètreε vers źero, vers une solution deséquations (1)
à (2). C’est cette solution que nous appellerons la solution du régime ṕeriodiqueétabli.
La forme particulìere de la sourcef nous conduit̀a introduire les problèmes suivants :trouverϕε

a ∈
H1(Ω) tel que

−kε
2 ϕε

a − 2ikεM
∂ϕε

a

∂x1
+ M2 ∂2ϕε

a

∂x1
2
−∆ϕε

a = ga dansΩ,

∂ϕε
a

∂n
= 0 sur∂Ω,

(4)

et : trouverϕε
h ∈ L2(Ω) tel que

−kε
2 ϕε

h − 2ikεM
∂ϕε

h

∂x1
+ M2 ∂2ϕε

h

∂x1
2

= gh dansΩ. (5)

Ces deux problèmes sont bien posés. Il apparâıt alors queuε = ∇ϕε
a + rotϕε

h est la solution du
probl̀eme dissipatif. En particulier, on a :

D2uε

Dt2
−∇ (div uε) = ∇

(
D2ϕε

a

Dt2
−∆ϕε

a

)
+ rot

(
D2ϕε

h

Dt2

)
= ∇ga + rot gh,

où l’on a pośe
D
Dt

= −ik + M
∂

∂x1
.

Nous allons maintenant passerà la limiteε → 0 dans les problèmes (4) et (5).

2.2 Limite du potentiel acoustique

On a montŕe dans [5] que, sik 6= √
1−M2 nπ/h pour tout entiern (on fera cette hypoth̀ese dans la

suite), le potentielϕε
a tend, lorsqueε tend vers 0, vers un potentielϕa qui vérifie :

−k2 ϕa − 2ikM
∂ϕa

∂x1
+ M2 ∂2ϕa

∂x1
2
−∆ϕa = ga dansΩ,

∂ϕa

∂n
= 0 sur∂Ω.

(6)

Là encore (et contrairement au problème dissipatif (4)), les deux́equations ci-dessus ne suffisent pas
à caract́eriserϕa. Il faut préciser son comportementà l’infini. Pour cela, ońecrit la d́ecomposition de
ϕε

a sur les modes du conduit puis on passeà la limite.
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Pour le probl̀eme dissipatif, il est facile de vérifier que les modes sont de la forme:

ϕn(x2)eiβε±
n x1

où

βε±
n =

−kεM ±
√

kε
2 − n2π2

h2 (1−M2)

1−M2
,

la détermination choisie pour la racine carrée d’un nombre complexéetant :

√
z =

√
|z| ei

arg(z)
2 , 0 ≤ arg(z) < 2π.

En particulier, on a=m(βε+
n ) > 0 et=m(βε−

n ) < 0, de sorte que les modes “+” sontévanescents̀a
l’aval et les modes “-”̀a l’amont. On peut alors montrer que le potentielϕε

a se d́ecompose, hors du
support de la source, sur les modes “+”à l’aval et sur les modes “-”̀a l’amont.
Nous pouvons maintenant passerà la limite dans ces d́ecompositions. On montre quelim

ε→0
βε±

n = β±n ,

où les nombresβ±n désignent les nombres d’onde axiaux des modes de conduit sans dissipation (ε =
0). En remarquant que

lim
ε→0

√
kε

2 − n2π2

h2
(1−M2) =





√
k2 − n2π2

h2
(1−M2) ∈ R+ if k ≥ nπ

h

√
1−M2,

i

√
n2π2

h2
(1−M2)− k2 ∈ iR+ if k <

nπ

h

√
1−M2,

on peut v́erifier les propríet́es suivantes :

1. Il n’existe qu’un nombre fini de modes propagatifs (β±n ∈ IR). En revanche, il existe une infinité
de modeśevanescents.

2. Tous les modes “+” (resp. “-”) ont une vitesse de groupe∂ω
∂β positive (resp. ńegative).

3. Un effet bien connu de la présence de l’́ecoulement est l’existence, si
√

1−M2
nπ

h
< k <

nπ

h
,

de modes “+” qui ont une vitesse de phase négative. Ils sont appelés modes amont inverses.

Le potentielϕa est finalement caractériśe par le fait qu’il se d́ecompose sur les modes “sortants”, c’est
à dire sur les modes “+”̀a l’aval et sur les modes “-”̀a l’amont.

2.3 Limite du potentiel hydrodynamique

La solution du probl̀eme (5) est explicitement donnée par le produit de convolutionϕε
h(x1, x2) = Gε∗

gh(., x2)(x1), où le noyauGε(x1) désigne l’unique fonction de Green d’énergie finie de l’́equation
(5), donńee par :

Gε(x1) =
x1

M2
ei kε

M
x1 si x1 ≥ 0, 0 sinon.

Si G désigne la limite deGε lorsqueε → 0 (G a la m̂eme expression queGε aveck à la place dekε),
alorsϕε

h tend versϕh où ϕh(x1, x2) = G ∗ gh(., x2)(x1). On v́erifie aiśement queϕh est solution du
probl̀eme limite suivant

−k2 ϕh − 2ikM
∂ϕh

∂x1
+ M2 ∂2ϕh

∂x1
2

= gh dansΩ. (7)
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De plus, c’est l’unique solution qui est identiquement nulleà l’amont de la source. Ceci exprime le
fait que les tourbillons sont produits par la source et convectés par l’́ecoulement. Il ne peut donc pas
en exister en amont de la source.
Nous constatons que le potentiel hydrodynamique devient très oscillant lorsque le rapportk surM
est grand, et donc en particulier pour unécoulement̀a faible vitesse. Lors de la résolution nuḿerique
du probl̀eme, ceci se traduira par la nécessit́e employer un maillage très fin du domaine de calcul, afin
d’éviter tout probl̀eme de discŕetisation.

2.4 Conclusion et caract́erisation de la solution sortante

Nous d́eduisons finalement de ce qui préc̀ede que la solutionuε du probl̀eme dissipatif converge,
lorsqueε tend vers 0, versu = ∇ϕa + rotϕh, où ϕa et ϕh sont les potentiels “sortants” définis
ci-dessus.
Ce champu vérifie leséquations (1)-(2). Parmi toutes les solutions de (1)-(2), c’est l’unique solu-
tion qui repŕesente le ŕegime ṕeriodiqueétabli. Nous dirons qu’il s’agit de la solution “sortante” du
probl̀eme.

3 Couches absorbantes et régularisation

L’objet de cette section est de décrire une ḿethode nuḿerique permettant de calculer une approxi-
mation deu par éléments finis. Cette ḿethode utilisera d’une part la technique des PML, permet-
tant de travailler en domaine borné sans cŕeer de ŕeflexions parasites, et d’autre part le procéd́e de
régularisation d́ecrit dans [4], assurant la stabilité de la discŕetisation.
Pour simplifier la pŕesentation, nous allons tout d’abord décrire la ḿethode des PML sur le cas scalaire
du potentiel acoustiquéetudíe dans [1].

3.1 Couches absorbantes pour le problème en potentiel acoustique

La méthode des PML áet́e initialement introduite par B́erenger [3] pour la ŕesolution de problèmes
transitoires eńelectromagńetisme. Elle consistèa ŕesoudre le problème dans une portion de conduit
x− < x1 < x+, contenant la source, en lui accolant de part et d’autre des couches absorbantes,
construites de telle sorte qu’aucune réflexion n’est produitèa l’entŕee dans les couches. Le nouveau

ΩL
+Ωb

LL

Σ− Σ+ ΣL
+ΣL

− ΩL
−

Figure 1: Le domaine de calculΩL.

probl̀eme est obtenu en remplaçant dans l’équation (6) l’oṕerateur∂x1 par α(x1)∂x1 + iλ(x1), les
fonctionα etλ étant d́efinies par

α(x1) =
{

1 si x− ≤ x1 ≤ x+

α sinon
, λ(x1) =

{
0 si x− ≤ x1 ≤ x+

λ sinon
(8)
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Figure 2: βn,α,λ pour le mod̀ele classiquèa gauche et pour le nouveau modèle à droite. Cas
d’existence d’un mode amont inverse (α = 0.2(1− i), k = 6 etM = 0.4).

où λ ∈ IR etα ∈ C est tel que
Re(α) > 0, Im(α) < 0. (9)

Plus pŕeciśement, si on noteL la largeur des couches absorbantes,ΩL le domaine de calcul etΣL± les
frontières ext́erieures (voir figure 1), le problème satisfait par le potentiel acoustique approché not́e
ϕL

a devient :
D2

α,λϕL
a

Dt2
−∆α,λϕL

a = ga dansΩL,

∂ϕL
a

∂n
= 0 sur∂ΩL\(ΣL

− ∪ ΣL
+) etϕL

a = 0 surΣL
− ∪ ΣL

+,

où

Dα,λϕ

Dt
= i(Mλ(x1)− k) ϕ + Mα(x1)

∂ϕ

∂x1
, et ∆α,λϕ = (α(x1)

∂

∂x1
+ iλ(x1))2ϕ +

∂2ϕ

∂x2
2

Le mod̀ele de B́erenger correspond au cas particulier où λ = 0 et α(x1) = −iω/(−iω + σ(x1)) où
σ(x1) est une fonction ŕeelle positive. Dans la suite, le modèle obtenu avecλ = 0 (resp.λ 6= 0) sera
appeĺe le mod̀ele PML classique (resp. le nouveau modèle PML).
On vérifie facilement que les modes dans le milieu PML ont l’expression suivante

e±iβn,α,λ x1ϕn(x2) avec β±n,α,λ =
β±n − λ

α
, n ∈ IN. (10)

Les couches sont dites “parfaitement adaptées” au sens òu un mode sortant ǵeǹere en ṕeńetrant dans
les couches uniquement un mode transmis et aucun mode réfléchi. Soulignons que cette propriét́e
n’est jamais v́erifiée par les couches absorbantes reposant sur des modèles physiques. En l’absence
d’écoulement (M = 0), le mod̀ele PML classique transforme tous les modes sortants en modes
évanescents. Ce n’est plus vrai en présence d’uńecoulement : en particulier, les modes amont inverses
deviennent instables dans la couche situéeà l’aval. C’est pourquoi nous avons introduit le nouveau
mod̀ele. En effet, le choix

λ = − kM

1−M2
,
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assure la d́ecroissance de tous les modes sortants (voir figure 2 où les cercles et les carrés sont respec-
tivement associés aux modes propagatifs etévanescents, les symboles pleins et vides indiquant quant
à eux le caractère aval (+) ou amont (-) du mode).
En fait, une analyse approfondie (voir [1]) nous a permis de démontrer que, pour les deux modèles, la
solution calcuĺeeϕL

a converge exponentiellement vers la solution exacteϕa lorsqueL/|α| tend vers
+∞. Ceci est surprenant car, pour les problèmes transitoires, le modèle PML classique est instable
en pŕesence de modes amont inverses [7] (voir [2] pour une analyse géńerale de ce ph́enom̀ene).

3.2 Couches absorbantes pour l’équation de Galbrun

Notre but est̀a pŕesent de calculer une approximationuL de la solutionu de l’équation de Galbrun
obtenue par absorption limite. Les notations sont celles du paragraphe préćedent.
La construction du problème approch́e se fait en troiśetapes. Ońecrit tout d’abord une formulation
du probl̀eme avec des couches absorbantes parfaitement adaptées de longueur infinie. Celle-ci est
ensuite ŕegulariśee et les couches sont enfin tronquées.
Soitψα,λ est l’unique solution d’́energie finie (et nulle en amont de la source) de l’équation diff́erentielle
suivante :

D2
α,λ

Dt2
ψα,λ = rotf dansΩ. (11)

On peut montrer que :
ψα,λ = rotu dansΩb.

On d́efinit alorsuL comme la solution du problème suivant :

D2
α,λ

Dt2
uL −∇α,λ(divα,λ uL) + rot α,λ

(
rot α,λuL − ψα,λ

)
= f dansΩL,

uL · n = 0 sur∂ΩL,

rot α,λuL = ψα,λ sur∂ΩL.

(12)

Nous avons montré que ce problème rel̀eve de l’alternative de Fredholm et admet une solution unique
pourL/|α| assez grand. De plus, cette solutionuL tend bien vers la solution recherchéeu. Là encore,
on peut montrer que l’erreur tend exponentiellement vers 0 quandL/|α| tend vers+∞.
L’ajout du termerot α,λ

(
rot α,λuL − ψα,λ

)
à l’équation constitue ce que nous appelons le procéd́e

de ŕegularisation. Sans ce terme (qui tend pourtant exponentiellement vers 0 quandL/|α| tend vers
+∞), la méthode est instable et les résultats inexploitables.
Notons enfin que le termerot α,λψα,λ est en fait un terme source pour l’équation enuL : son support
s’étend jusqu’̀au bout du domaine en aval de la source mais son module décrôıt exponentiellement
dans la couche absorbante.

4 Résultats nuḿeriques

Les ŕesultats nuḿerique ont́et́e obtenus̀a l’aide du code MELINA, d́evelopṕe par Daniel Martin [6].

4.1 Propagation de modes

Pour valider la ḿethode, nous considérons tout d’abord la propagation de modes acoustiques ou
hydrodynamiques. Ceux-ci sont imposés sur la frontìere Σ− par une condition de Dirichlet non
homog̀ene portant sur le d́eplacement normal au bord du domaine.
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Les cas testés correspondent̀a un nombre d’onde valantk = 8 et le nombre de MachM = 0, 4.
Les ŕesultats obtenus sont comparés avec la solution analytiqueuex sur le domaine physiqueΩb. Le
maillage utiliśe est non structuré et leśeléments finis sont deśeléments de LagrangeP2. La longueur
de la couche correspondà 10% de la longueur du domaineΩb.
Concernant les modes acoustiques, trois d’entre eux sont propagatifs pour cette configuration. Pour
l’ étude de la ḿethode sur les modes rotationnels, nous les choisissons de la forme :

(
iM/k p′(x2)
p(x2)

)
ei k

M
x1

avecp(x2) = sin
(

mπx2
h

)
, où m désigne un entier naturel non nul.

Les courbes représentant l’erreur relative en normeH1(Ωb) pour le d́eplacement calculé en fonction
du module du coefficient complexeα (la valeur de l’argument deα est fix́eeà−π

4 ) sont traćees pour
chacun des modes sur la figure 3. Les figures 4 et 5 présentent quant̀a elles les lignes de niveau des

0 0.5 1 1.5
0

2

moden = 0
moden = 1
moden = 2

0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

modem = 1
modem = 2
modem = 3

Figure 3: Erreur relative en fonction de|α| pour les modes acoustiquesà gauche et hydrodynamiques
à droite,k = 8 etM = 0, 4.

composantes de la partie réelle du d́eplacement calculé pour une valeur deα correspondant̀a une
erreur inf́erieureà 1%.
Nous constatons sur les courbes de la figure 3 la convergence de la méthode pour une plage de valeurs
intermédiaires de|α|. L’erreur augmente brutalement pour les faibles valeurs de|α|, le maillage
n’étant alors plus capable de représenter le comportement très rapidement d́ecroissant et oscillant du
mode dans la couche. Cet effet est plus fort pour les modes hydrodynamiques que pour les modes
acoustiques. Pour les modes acoustiques, on observeégalement une d́egradation du ŕesultat pour les
grandes valeurs de|α|. L’erreur est cette fois due aux réflexions en bout de couche. On pourrait
également l’observer pour les modes hydrodynamiquesà condition de consid́erer de plus grandes
valeurs de|α|.

Figure 4: Isolignes des composantes de la partie réelle du champ de déplacementu calcuĺe pour le
mode acoustique d’indicen = 1, k = 8, M = 0, 4, α = 0, 25(1− i).
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Figure 5: Isolignes des composantes de la partie réelle du champ de déplacementu calcuĺe pour le
mode hydrodynamiquem = 2, k = 8, M = 0, 4, α = 0, 65(1− i).

Ces ŕesultats illustrent une des difficultés auxquelles nous nous trouvons confrontés lors de la mise
en œuvre pratique de la méthode en pŕesence de perturbations acoustiques et hydrodynamiques. En
effet, les valeurs du module deα permettant un bon accord entre les solutions calculée et exacte sont
relativement diff́erentes selon que le mode considéŕe est acoustique ou hydrodynamique .
Une premìere manìere de traiter le cas en question de manière simple et assez satisfaisante est
d’utiliser des couches de taille beaucoup plus importante qu’il n’est d’usage, par exemple, pour les ap-
plications transitoires. La largeur de la plage des valeurs de|α| pour lesquelles l’erreur est admissible
est ainsi augmentée.

4.2 Rayonnement d’une source

Nous pŕesentons les premiers résultats de simulation avec une source. Celle-ci est placée au centre du
domaine. La figure 6 correspond au cas d’une source irrotationnelle et la figure 7 au cas d’une source
rotationnelle. Dans ce second cas, on observe le sillage hydrodynamique produit par la source.

Figure 6: Isolignes de la partie réelle de la composanteu1 du champ de d́eplacement (rayonnement
d’une source irrotationnelle,k = 8, M = 0, 4, α = 0, 5(1− i)).

Figure 7: Isolignes de la partie réelle de la composanteu1 du champ de d́eplacement (rayonnement
d’une source tourbillonaire,k = 8, M = 0, 4, α = 0, 5(1− i)).
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